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35-Z4-1 Lampy v ulici

35-Z4-2 Nudna hodina

Ulohu si nejprve trochu zjednodusime: lampy, které sousedi
s rozbitou lampou, musi urc¢ité svitit, ¢imz rozdéluji ulici
na nezavislé ¢asti — jak pozhasindme lampy vlevo od rozbi-
té, neovlivni pozhasinani lamp vpravo od rozbité. Mizeme
tedy Fesit kazdy usek oddéleny rozbitou lampou zv1ast.

Lampy na okrajich téchto tisek®t musi svitit urcité, protoze
jsou budto na okraji mésta, nebo sousedi s rozbitou lam-
pou. Zbylé lampy mtzeme ,na stfidacku“ pozhasinat. Jed-
nu zhasneme, tim padem dalsi musi svitit, tu za ni tedy
mizeme zase zhasnout, atd.

Pokud bude délka tiseku liché, musime zhasnout hned dru-
hou lampu v tseku, protoze jinak by zbyly dvé rozsvicené
lampy vedle sebe na zacatku a na konci tseku, coz je plytva-
ni: 00-0-0-00 je méné efektivni nez 0-0-0-0-0.

Pokud je délka tseku naopak suda, je jedno, jestli dvé roz-
svicené budou na zac¢atku, nebo na konci: 00-0-0-0 vyjde
stejné jako 0-0-0-00.

Z téchto pozorovani tedy mizeme odvodit plné jednodu-
ché pravidlo: MiZeme zhasnout vzdy prvni moznou lampu
v kazdém tuseku a pak stridavé zhasinat a nechavat svitit
zbytek lamp az do konce tseku.

Kdyz to trochu preformulujeme, tak jiz dostaneme vysled-
ny algoritmus. Budeme prochazet lampy zleva a kdykoliv
ma néjaka vedle sebe dvé rozsvicené, tak ji zhasneme a po-
kracujeme dal. Diky vySe popsanym pozorovanim si jsme
jisti, Ze takto najdeme nejispornéjsi rozsviceni pouli¢niho
osvétleni.

Protoze jednou projdeme vSechny lampy, tak je ¢asova slo-
Zitost algoritmu O(N), kde N je pocet lamp v Hrochovniku.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-1.py|

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-1.cppg

Ulohu pripravili: Martin Korecek,
Jirka Setnicka, Vitek Skalicky
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Nejprve uvazme zjevny postup, jak ¢islo n na prvocisla roz-
lozit. Pro kazdé prvocislo p < n vyzkousime, kolikrat 1ze n
vydélit p beze zbytku. Podle tohoto poc¢tu k pak vypise-
me p, p"k nebo nic. Na nalezeni prvocisel bychom mohli
pouzit napiiklad Eratosthenovo sito, které bychom pustili
pouze jednou pfi startu programu.

Tento postup jisté funguje, je vSak velmi pomaly. Nejen
7e potfebujeme najit vSechna prvocisla mensi nez n, ale i
v pripadé, ze n je prvocislo, jej vydélime kazdym prvocis-
lem. Zkusme tedy najit triky, jak zrychlit vypocty.

Nejprve se zbavime nutnosti najit prvocisla. Postupné zku-
sime vSechna ¢isla od 2 do n, at uz jsou prvocisla nebo ne.
V pribéhu algoritmu budeme pouzivat priibézné se méni-
ci m, které bude reprezentovat tu ¢ast cisla, kterou je jesté
potieba rozlozit. Na zacatku bude m rovno n. Pak, kdyz
testujeme ¢islo p, nastavime k = 0. Pokud je m délitelné p,
nahradime jej m/p a k zvy$ime o 1. Jinak (ne)vypiseme p*
jako ptivodné a presuneme se na dalsi ¢islo p+1. V pripadé,
ze m = 1, mizeme skoncit.

Proc¢ toto funguje? VSimnéme si, ze neni-li x dé€litelné ¢is-
lem y, pak neni délitelné ani zddnym jeho nasobkem. Jak
tohle vyuzit pro hledani rozkladu? Uvazme, Ze n je délitelné
prvoéislem p, ale jeho podil m = n/p uZ neni. Pak slozend
¢isla délitelné p taky nebudou délit m. Naopak, pokud n je
délitelné jinym prvocislem, bude jim stale délitelné i m.

Jelikoz slozena ¢isla jsou nasobky mensich prvodisel, v dobé
jejich testu je m jiz nesoudélné s témito prvocisly a urcité
nebudou m délit. Vydélit beze zbytku se tedy vzdy podafti
jen prvocislim v prvociselném rozkladu n.

Tento postup je uz lepsi, ale stale testujeme délitelnost pro
n — 2 ¢isel. U¢inme vSak dalsi pozorovani k délitelnosti: je-
li n délitelné ¢islem p, pak také n/p déli ¢islo n. V nasem
algoritmu diive vyzkousime to mensi z této dvojice Cisel.
Navic, alespoti jedno ¢islo z dvojice je nejvyse \/n.

Z toho vyplyva, ze je-li m slozené ¢islo, musi urcité ve svém
rozkladu obsahovat p < y/m. Pokud tedy pfi testovani déli-
telnosti dojdeme na ¢éislo vétsi nez /m a zbylo ndm m > 1,
musi uz m byt nutné prvocislo, které nasledné vypiseme do
rozkladu. Tudiz nam staci testovat délitelnost pro ¢isla od 2

do /m.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-1.cpp

Tim uZz dostavdme algoritmus, ktery provede O(y/n) testii.
Jesté musime zapocitat ispésna déleni, ale protoze kazdym
délenim se ndm m zmensi na nejvyse polovinu, nemuze jich
byt vice nez O(logn) C O(y/n). To je i vysledna slozitost
algoritmu.

To vypadéa jako ptijemnad sloZitost, ale pokud jako velikost
vstupu uvazime pocet Cislic b v desitkovém zapisu n, pak
100~ < n < 10° a O(y/n) = O(10°/?), coz je exponencialni
— tieba rozkladu n ~ 10°° se uz nedockdme. Slibili jsme
vSak v zadani, ze n je dost malé.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-2.py|
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Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Vasek Koncicky, Martin ,,Medvéd“ Mares

35-Z4-3 Zachrana kachnicky

Na tlohu mutzeme jit odzadu. Vime, do jaké vysky mu-
si vystoupat voda pod kachnickou — o jedna vysSe, nez se
kachnicka nachazi na zacatku. Oznacme tuto vysku v. Na-
jdeme prvni sloupec za kachnickou, ktery sahé alespon do
vysky v, nazvéme jej ,bfeh“. O néj se voda zarazi a dal
nedotece.

Jako pocatecni pozici algoritmu si nastavime sloupec tésné
pred ,bfehem®. Potom postupujeme doleva a kazdy sloupec
doplnime vodou do vysky v. MlzZe se nam ale stat, Zze na-
razime na ,utes“, tedy sloupec, ktery bude jesté vyssi nez
aktudlni v. Aby voda tento ,utes“ prekonala, musi voda
pred nim vystoupat alespon do jeho vysky, proto nastavi-
me v na vysku ,atesu“ a pokracujeme dal, nez dojdeme
na levy konec rybnika. Nakonec vypiseme celkové mnozstvi
vody, které jsme museli dolit.

123456789

Na obrazku bude ,,bfeh*“ predstavovat sloupec ¢islo 9, a vys-
ka v zaCne nastavena na 3. Prvni ,;utes, na ktery narazime,
bude sloupec 4, kde se vyska nastavi na 4. Jako druhy na-
razime na ,,utes“ ve sloupci 1, kde se vyska nastavi na 5.

Algoritmus nejdiive v ¢ase O(N — D) najde ,bieh“ a poté
v O(N) dolije vodu do jednotlivych sloupcii. Paméti spo-
tfebuje O(N) na vstup a O(1) na pomocné proménné.
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-3.py|

Ulohu pripravili: Jan Cernohorsky,
Jirka Kvapil, Dan Skypala

@ 385-Z4-4 Té&7ba zlata

Policka na mapé si rozdélime do tii kategorii: se zlatem,
kamenné bezpeéné a kamenné nebezpecné (policko se Sach-
tou se chova stejné jako kamenné policko, jen na ném navic
zac¢indme). Nebezpeénd budou kamennd policka sousedici
se zlatem; v8echna ostatni kamenna policka jsou bezpecnd.
Jako lozisko nazvéme souvislou oblast zlatych policek. Dle

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|

zadani bude Zuzka nejprve néjakou dobu kopat jen bezpec-
na policka, poté vykope jedno nebezpecné, ¢imz dostane
zlatou horecku, a poté bude kopat uz jen policka se zlatem.

Miuzeme nahlédnout, ze kazdé lozisko je ,obalené“ nebez-
pecénymi policky (nebo okrajem mapy), a tedy vSechno vy-
kopané zlato musi pochéazet z loziska — resp. nejvyse tii
ruznych lozisek — které jsme odkryli pfi vstupu na nase
prvni a jediné navstivené nebezpecné policko. Jina loziska
bychom totiz museli odkryt navstivenim néjakého dalsiho
nebezpecného policka, a to po spatfeni zlata uz nemuzeme.

Optimalni feseni tedy vzdy musi mit nasledujici tvar: Do-
jdeme nejkratsi cestou po bezpecnych polickach do néjakého
nebezpecného policka a potom wvysbirame vsechno zlato, co
najdeme. Skvéle, to zni skoro jako algoritmus! Ale do jakého
nebezpecného policka dojit? Vyzkousime vSechnal!

Prvni nastrel naseho feSeni funguje presné takto. Vezme po-
stupné kazdé policko a zjisti (z jeho typu a z typu sousedit),
zda je kamenné a nebezpecné. Pokud ano, najde k nému
nejkratsi cestu od Sachty po bezpeénych polickdch. To lze
tfeba upravenym prohleddvanim do $ifky (alias Breadth-
First Search neboli BFS), o kterém si muzete precist v nasi
grafové kuchafce:! vrcholy jsou policka, hrany vedou me-
zi sousednimi policky a navic algoritmu schovame vSechny
nebezpecéné vrcholy a hrany do nich. BFS nadm do kazdé-
ho policka napise jeho vzdalenost od Sachty, takze pak se
stac¢i podivat na nasSe nebezpecné policko a vzit minimum
ze vzdalenosti jeho bezpecénych sousedu zvétsené o jedna.
(Muze se stat, ze zadné bezpefné sousedy neméd, pak se do
néj nejde z Sachty dostat a mizeme ho pteskodit.)

Podobné mizeme spocitat mnozstvi vytézeného zlata: pus-
time BFS z nebezpecného policka, ale tentokrat schovame
vSechna ne-zlata policka a hrany do nich. Pak uz staci z po-
¢tu odkrytych zlatych policek a z délky nejkratsi cesty do
nebezpecéného policka spocitat nas zisk a ten samy algorit-
mus zopakovat pro vSechna nebezpecnd policka a vybrat si
to s nejvétsim ziskem.

Takové feSeni je pfimocaré, s miizkou R x S vSak pro kaz-
dé z a7z RS poli¢ek vykonava az ©(RS) prace, takze jeho
¢asova slozitost je ©(R?S?). Umime to 1épe?

Samoziejmé! Mozné jste si v§imli, Ze v prvni piilce zbytecné
pocitame to samé BFS porad dokola, protoze graf i startov-
ni policko jsou potfad stejné. Spustime ho tedy jen jednou
a predpocitané nejkratsi vzdalenosti si zapamatujeme.

S druhou ¢asti uz je to horsi, tam BFS pokazdé spoustime
z jiného vrcholu. Mtizeme vsak vyuzit pozorovani ze zacat-
ku feSeni: smime vytézit jen loziska, ktera sousedi s nasim
nebezpeénym polickem. Kdybychom uméli pro kazdé zlaté
policko spocitat, do jakého patri loziska a jakou mé toto
lozisko velikost, méli bychom vyhrano: pak by stacilo projit
vSechny (nejvyse ¢tyfi) sousedy naseho nebezpeéného po-
licka, zjistit, zda je v nich zlato a do jakého piipadné patii


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-Z4-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

loziska, a poscitat velikosti vSech lozisek. Jen pozor, Ze vice
sousedtt mtze klidné patfit do toho samého loziska, my ho
vsak chceme zapocitat jen jednou.

Pfesné to ale umime! Pokud si mfizku predstavime jako
graf, kde existuji pouze zlatd policka a hrany mezi nimi,
pak se ptame na rozklad grafu na komponenty souvislosti,
ktery umime — jak jinak — spocitat (trochu vice) upravenym
BFS. Algoritmus navic 1ze snadno upravit tak, aby kromé
prislusnosti polic¢ek ke komponentam pocital i velikost kom-
ponent. Vice opét v grafové kuchaice.

A to je v8e. V novém algoritmu na zacatku pustime dvé
ruzné prohledavani nad celou mrizkou, kazdé se slozitos-
ti O(RS). Poté uz jen zkousime nebezpecna policka a pro
kazdé provadime O(1) prace diky pfedvypocitanym vysled-

ktim, takze celkova Gasova i pamétova slozitost naseho al-
goritmu je taktéz O(RS).

Pozndmka na zdvér: tloha se ve skute¢nosti ptala na opti-
malni poradi téZeni policek, nejen na optimalni zisk. V ku-
chafce popisujeme, jak upravit BFS, aby z néj nejkratsi
cesta Sla také zrekonstruovat. Co ale s druhou ¢asti, roz-
kladem na komponenty? Asi nejsnazsi je nejdiive nechat
dobéhnout cely nas algoritmus a zjistit, které nebezpecné
policko je nejvyhodnéjsi, a pak vysledek spocitat znova jen
s timto polickem, ale tentokrdt pouZit pomalejsi algoritmus
ze zacatku feseni. Ten pouziva BFS i na tézeni zlata, takze
z néj poradi policek budeme moct vycist celé. Jelikoz ho
poustime jen jednou, nepokazime si tim ¢asovou slozitost.

Ulohu pripravili: Risa Hladdk, Jirka Kalvoda
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Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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E-mail:

sp @mff.cuni.c

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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