MARTIN MARES A KOLEKTIV

Korespondenéni seminar
Z programovani

IX. roénik — 1996/97

e Matematicko-fyzikalni fakulta

ﬁ University Karlovy
/,7..».;



Copyright  (© 1997 Martin Mares
(© Matematicko-fyzikalni fakulta
University Karlovy



MARTIN MARES A KOLEKTIV

Korespondencni seminar
7 programovani

IX. rocnik — 1996 /97

Matematicko-fyzikalni fakulta
University Karlovy






Uvod Roénik devaty, 1996/97

Uvod

Korespondenéni seminé¥ z programovani (dale jen KSP), jehoz devaty ro¢-
nik se vam dostava do rukou, patfi k nejznaméjsim aktivitam poradanym MFF
UK pro zajemce o informatiku a programovani z fad studentt stf¥ednich skol.
Resice ulohy naseho seminaie, stiedoskolaci ziskdvaji praxi ve zdolavani nej-
ruznéjsich algoritmickych problémi, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky. Proto nékteré ulohy KSP svou obtiznosti vysoko presahuji ramec
bézného stfedoskolského vzdélani, a tudiz i pozadavky pfi pfijimacim Fizeni na
vysoké skoly, MFF UK z toho nevyjimaje. To ovSem viibec neznamenad, ze ne-
ma smysl takové problémy fesit — pii troSe premysleni neni prili§ obtizné néjaké
(i kdyZ nékdy ne to nejlepsi) FeSeni nalézt. Nakonec — posudte sami.

KSP probih4 tak, ze student od nas jednou za ¢as dostane postou zadani
nékolika (¢tyt ¢i péti) tloh, v klidu doméciho krbu je (ne nutné vechny) vytesi,
sva FeSeni v primérené vzhledné podobé sepise a do uréeného terminu zasle na
nize uvedenou adresu. My je poté (viceméné obratem) opravime a spolu se
vzorovymi feSenimi a vysledkovou listinou posleme pii vhodné prilezitosti zpét
na adresu studenta. Tento cyklus se nazyva série, resp. kolo.

Za jeden skolni rok obvykle probéhnou ¢tyfti série, v letech hojnéjsich pak
pét. Zavérecnym bonbdnkem je pak pravidelné soustredéni nejlepSich fesitelt
seminare, konané obvykle na za¢atku ro¢niku dalsiho a zahrnujici bohaty pro-
gram Citajici jak aktivity ryze odborné (pfedndsky na rizné zajimava témata
apod.), tak aktivity ryze neodborné (kupiikladu hry a soutéze v pfirodé).

Nas korespondencni seminaf neni ojedinélou aktivitou svého druhu v Ev-
ropé — existuji korespondené¢ni seminaie z fyziky a matematiky pti MFF UK,
jakoz i jiné programétorské seminafe (kuptikladu brnénsky a bratislavsky).
Rozhodné si vSak nekonkurujeme, ba pravé naopak — kazdy seminaf nabizi né-
co trochu jiného, Tesitelé si mohou vybrat z bohaté nabidky tloh a najdou se i
takovi nadsenci, ktefi ispésné resi nékolik seminaft najednou.

Velice radi vdm odpovime na libovolné dotazy jak ohledné studia informa-
tiky na nasi fakulté, tak i stran jakychkoliv informatickych ¢i programéatorskych
problému. Jakykoliv problém, jakakoliv iniciativa ¢i nabidka ke spolupraci je
vitana na adrese:

Korespondenc¢ni seminaf z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1

e-mail:  ksp@mff.cuni.cz
www:  hitp://atrey.karlin.mff.cuni.cz/ksp/
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Zadani uloh

9-1-1 Cesta kulhavého koné 10 bodu

Bylo-nebylo. Na jedné sachovnici zil kulhavy k. Je to ponékud neobvykla
figurka, ale jeji jméno trefné vystihuje, jakych taht je schopna: pohybuje se na
Sachovnici v liché tahy jako kit (v jedné ze soufadnic o jedno pole, v druhé
o dvé), v sudé jako kral (v kazdé soufadnici o nejvyse jedno pole) — v prvnim
tahu tedy tahne jako kun, v druhém jako kral, ve tfetim jako kun atd.

Vasim tkolem je navhrnout algoritmus a napsat program, ktery pro danou
velikost Sachovnice (M x N) a dané soutadnice dvou poli¢ek (levé dolni policko
mé soufadnice [0, 0], pravé dolni [M —1,0] a levé horni [0, N — 1]) zkonstruuje
nejkratsi cestu, kterou mize kulhavy kin dojit z vychoziho policka na cilové,
a vypise soufadnice vSech touto cestou navstivenych poli (nejkratsi cesta je ta,
jez jich navstivi nejméng).

9-1-2 Kupec Bengalsky 8 bodu

Stary pirat Cor Sair odesel do vysluzby a usadil se v malé pristavni visce
kdesi na zapadlém pobrezi. Jako odménu za své sluzby dostal od svych druhti
devét délovych kouli, z nichz jedna byla pry uvnitt plna zlata ukrytého na horsi
casy.

Po nékolika letech se Cor Sair rozhodl, Ze zlatou kouli vypatra a ostatnich
se néjak zbavi — zavazily mu totiz v jeho skrovné chaloupce. Zahy se dovtipil,
ze se to snadno pozna podle hmotnosti — Zelezné koule by mély vazit vsechny
stejné, zatimco zlata o poznani vice. Jediné vahy ve vsi mél ovsem hokynai Mer
Chant. Kdyz za nim pirat ptiSel, seznal, ze klepy se $ifi rychle a kupec tusi,
ze by jedna z kouli mohla ukryvat bohatstvi, a ve své ziStnosti zada za kazdé
zvazeni na svych rovnoramennych vahach t¥i z kouli (splatné po konci vazeni),
domnivaje se, Ze se tak domuze vSech kouli dfive, nez pirat staci zjistit, ktera
je ta prava.

Cor Sair se ovsem nenechal nachytat a pfes tyto narocné podminky vy-
myslel postup zarucené vedouci ke zjisténi oné zlaté koule, aniz by ji musel
obchodnikovi odevzdat (a to dokonce bez pouziti nésili). DokaZete to také vy?
(Na rovnoramennych vahéch se vazi tak, Ze néjaké koule polozime na levou mis-
ku, néjaké na pravou a dozvime se, kterd miska je tézsi. Obchodnikova zavazi
jsou nepouzitelné, ponévadz jsou prilis lehka.)

9-1-3 Strasidl6éé 10 bodi

Meésto Hauntry bylo pravotuhlou siti ulic rozdéleno na M x N bloki domi,
v kazdém z nich zil urcity pocet najemnikd. Nebydlel-li v domé nikdo, zdhy
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se tam usadila strasidla. Starosta si nechal vypracovat plan mésta s presnymi
pocty obyvatel jednotlivych domt a polozil si zajimavou otazku: kde je nejvétsi
obdélnik sloZzeny ze samych stragidelnych domi?

Na vas je, abyste sestrojili program schopny pro dané rozméry mésta a
matici rozlozeni obyvatel co nejrychleji nalézt nejvétsi (tedy maximalni plochu
majici) obdélnik v této matici slozeny ze samych nul.

9-1-4 391992 qdT 15 bodu

Posledni tloha kazdé série tohoto ro¢niku KSP bude néjak souviset s Sif-
rovanim. Romantickéd historie Sifrovani (viz literatura) se sice pékné Cte, ale
ulohy z programovani zkonstruované na jejim zdkladé jsou nezajimavé (prilis
jednoduché nebo naopak témér nefesitelné). Proto za¢neme rovnou s moderni-
mi Siframi.

Velkéd skupina v dnesni dobé pouzivanych Sifer je zaloZena na operacich
s velmi velkymi pfirozenymi éisly (napf. stomistnymi). Abychom vés na tuto
skutec¢nost pripravili, bude prvni tloha seridlu pouze ,,zahfivaci:

Vymyslete, jak v pocitaci nejlépe reprezentovat velmi velka prirozena cisla,
a naprogramujte procedury nebo funkce pro zakladni operace s nimi: séiténi,
odcitani, nasobeni a déleni se zbytkem.

Literatura:
(1) Otokar Grosek, Stefan Porubsky: Sifrovanie — algoritmy, metédy,
prax, Grada 1992.

(2) Dr. Vlastimil Klima: Utajené komunikace, seridl o Sifrovani v ¢asopisu
Chip, 6/94 — 12/95.

9-2-1 Psi funkce 10 bodu

Funkce ¥(n) je pro piirozena isla n definovdna nasledujicim predpisem:
* U(n+1)=12%0

Napiste program, ktery pro dané velké piirozené ¢islo n > 1000 spocte
hodnotu ¥(n) mod 13.

9-2-2 Tiskarsky Sotek 10 bodu

V tiskarné jednéch (pro jistotu nejmenovanych) novin se usidlil tiskafsky
Sotek. Cas od ¢asu se rozhodl, Ze v sazeném textu prosté ptida, ubere nebo
vyméni néjaké pismenko, a tak zméni jeho smysl (obvykle na néco Zertovné la-
déného — napiiklad ,,Prazsky primysl masny“ na , Prazsky primysl mastny“).

Ledva redaktofi zjistili pfitomnost Sotka, poridili si pocitacovy systém pro
kontrolu pravopisu (tzv. spelling-checker, to jest program, ktery upozoriiuje na
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jemu nezndma slova). Proto Sotek musi své zmény provadét tak, aby pokazdé
vzniklo spelling-checkeru znamé slovo a jeho ¢in tak ztistal (alesponi do vytisténi
prislusné stranky) v tajnosti.

Véas pozadal, abyste mu ku pomoci v jeho po¢indni napsali jednoduchy
program, jenz dostane k dispozici kompletni seznam slov znamych spelling-
checkeru a pak se jej bude Sotek moci ptat, na jaka vSechna zndma slova muize
zadané slovo zménit popsanymi , jednopismenkovymi“ tpravami.

9-2-3 Prekla-datel 10 bodu

Jednoho dne se stalo, ze na Zemi pfistali Ufouni, mala to zelena stvoreni
obyvajici zapomenuté kouty Vesmiru. Nabidli ndm, Ze si z paméti jejich pa-
lubniho pocitace mizeme odcerpat libovolné mnozstvi informaci o jejich rodné
planeté, pokud to ovsem dokazeme.

Jedinym problémem pfi pfipojovani ufounského pocitace k nasemu se ukéa-
zalo byt to, ze Ufouni zapisuji ¢isla ve dvojkové soustavé v presné opacném
poradi ¢islic nez jak ¢inime my — to jest s nejméné vyznamnou d¢islici na zac¢at-
ku misto na konci (napifiklad ¢éislo 34 zapisujeme jako 10010 a oni jako 01001).

Pr1i konstrukci prekladaciho zafizeni je tedy kliCovym problémem vytvorit
program, ktery k danému 128-bitovému ¢islu N nalezne &islo N’ jez mé presné
opaény bindrni zapis: mé-li N binarni zapis ai27a126 . . . a1ag, musi mit N’ zépis
aoadi . . . a12604127-

Prekladaci stroj je ovSsem programovan ve velice jednoduchém programova-
cim jazyce, ktery disponuje stovkou 128-bitovych proménnych a jednim jedinym
prikazem: prfifazenim typu a = bo ¢, kde a je proménné, b a ¢ jsou proménné
nebo konstanty a o je jedna z operaci + (s¢itani), - (odéiténi), * (nésobeni),
/ (déleni), & (bitovy logicky soucin), | (bitovy logicky soucet), < (bitovy po-
sun b doleva o ¢ biti) a > (bitovy posun b doprava o ¢ bitit). Vstup dostanete
v proménné x, vystup budiz na konci vypoctu ulozen v proménné y.

Napiste co nejkratsi program pro piekladaci stroj, ktery nalezne ptislusné
yreverzni ¢islo“.

9-2-4 Nescéetni namétové 10 bodu

Za devatero horami a devatero fekami byla velka zemé. Taméjsi obyvatelé
se rozhodli, Ze by mohli svou tisic let starou statni vlajku vymeénit za jinou,
ponékud méné okoukanou. Seslo se izasné mnozstvi riznych namétd, ty byly
odislovany (37: zeleny, fialovy a hnédy pruh, 666: cert s rudou hvézdou v rozich,
919: kosa a pali¢ka na maso apod.) a bylo vyhlageno celonarodni referendum,
které ma z téchto ndmétt vybrat ten pravy s tim, Ze za pravoplatného vitéze
je mozno povazovat jen takovy namét, jenz ziskal nadpolovi¢ni vétsinu hlasd.

Vas najali, abyste napsali program pro vyhodnocovani vysledki voleb. Do-
stane pole o N prvcich (pozor, N je velké ¢islo), jehoz kazdy prvek odpovida
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jednomu hlasujicimu ob¢anovi a jeho obsahem je ¢islo ndAmétu danym obcanem
voleného. Program mé co nejrychleji nalézt ¢islo, které se v poli vyskytuje vice
nez N/2-krat nebo odpovédét, Ze zadné takové tam neni.

9-2-5 l!3o1992 qOT 10 bodu

Pii klasickém Sifrovani je bezpecnost zaloZena na utajeni jak kli¢e pro Sif-
rovani, tak klice pro desifrovani. Dlouho se zdalo nemozné, aby existovala Sifra,
u které by bylo mozné zverejnit kli¢ pro Sifrovani, aniz by byla vyrazné naru-
Sena bezpecnost (kli¢ pro desifrovani samoziejmé musi zistat utajen). Jednim
z divodt, ktery k tomu vedl, bylo, Ze pro se pro Sifrovani i deSifrovani pouzival
stejny klic.

V kryptosystémech s verejngm klicem jsou kli¢e dva: jeden Sifrovaci (ten
je zvefejnén) a jeden desifrovaci (ten je utajen). Tyto dva kli¢e musi byt kom-
plementdrni, tj. deSifrovanim zaSifrované zpravy bychom méli dostat zpravu
puvodni. Navic nesmi byt moZzné bez znalosti tajného kli¢e ,rychle“ zasifrova-
nou zpravu rozlustit.

Mezi nejvice pouzivané kryptosystémy s verejnym klicem patii systém
RSA, jehoz objev oznamili 4. dubna 1977 panové Ronald L. Rivest, Adi Shamir
a Leonard Adleman z Massachusetts Institute of Technology.

RSA funguje takto: vefejny kli¢ je n&jakd dvojice ¢isel (N, s), tajny klic
je dvojice ¢isel (N, t). Sifrovat miizeme celd ¢isla x, ktera splituji podminku
1 < z < N. Sifrujeme pomoci vztahu y = z° mod N, deSifrujeme pomoci
vztahu z = y' mod N. (Zamyslete se, jak Sifrovat text a pro¢ neni vhodné
Sifrovat ¢islaz =0 a z =1.)

Klic¢e samoziejmé nesmi byt ndhodné zvolend ¢isla — o generovani klictu
bude tloha ptisti.

Priklad: Vefejny kli¢ je (143,23), tajny (143,47) . Sifrovanim ¢isla 123 do-
staneme ¢islo

12323 mod 143 = 63,

desifrovanim tohoto ¢isla dostaneme opét
63*" mod 143 = 123.

Uloha: V jiz neplatném vydani Vefejného sifrovaciho seznamu je u jména
KSP uvedena dvojice

(402104495055726404839198130029, 378654947365935243435856347697)
Vasim tkolem je zasifrovat pomoci tohoto vefejného klice ¢islo

123456'789012345678901234567890.



Korespondenéni seminar z programovani MFF UK 1996 /97

Nezapomente nam napsat, jak jste to rafinované provedli. Abyste si mohli ové-
Fit, ze vSe funguje tak, jak ma, prozradime vam jesté, Ze tajny kli¢ je

(402104495055726404839198130029, 318469828822789734819186350713) .

9-3-1 Odporné odpory pana Odporného 10 bodu

Zil byl jednou jeden elektrikaf, ktery se jmenoval pan Odporny. Naplni jeho
prace bylo skladat odpory. Lidé si na néj ale Casto stézovali, jelikoz chtéli-li po
ném poskladat z dostupnych rezistoru rezistor o daném odporu, museli odporné
dlouho cekat, protoze panu Odpornému $lo sklddani velice pomalu, a dokonce
obcas pan Odporny odpoveédél, ze kol splnitelny neni, coz mu nevéfili.

Vasim tkolem je panu Odpornému pomoci a vymyslet algoritmus a na-
psat program, ktery bude dany problém fesit: to jest pro dany seznam hodnot
odport dostupnych rezistort a dany vysledny odpor budto prislusnou kombi-
naci nalezne nebo odpovi, ze takova neexistuje. VSechny odpory jsou zadavany
v Ohmech. Pokud existuje vice feSeni, naleznéte to, v némz se pouzije nejmensi
pocet rezistori.

Jiz dostupné (at jiz pfimo nebo sloZenim jinych) rezistory je moZno spo-
jovat budto sériové (to jest za sebe — jako na prvnim obrazku) nebo paralelné
(vedle sebe — na druhém obrazku). Odpor vysledné kombinace je pro sério-
vé zapojeni souctem jednotlivych dil¢ich odporti, pro paralelni je pfevracenou
hodnotou souctu jejich prevracenych hodnot. Jind zapojeni (jako napf. to na
obrazku tfetim) nejsou pFipustna.

== )

Priklad 1: Jsou k dispozici 2 rezistory o odporech 102 a 2012, pozadovany
odpor je 5. Vysledek: Nelze sestavit.

Priklad 2: Jsou k dispozici rezistory o odporech (12,12, 12, 12, 502), po-
zadovany odpor je 50,25¢2. Je mozno pouzit naptiklad kombinaci zapsatelnou
jako (1x1x1x1)+50 (‘x’ znadi paralelni zapojeni, ‘+’ sériové).

9-3-2 Cosi prohnilého? 12 bodu

V jednom nejmenovaném kralovstvi zjistili kralovsti radcové, ze existuji
silnice, které kdyz se rozpadnou, silniéni sit (a tim padem i celé kralovstvi) se
rozdéli na dvé casti. To se kralovi nelibilo a ulozil jim, aby kézali pfednostné
udrzovat tyto kritické silnice. Nyni ovSem potiebuji védét, které to jsou a vas
najali, abyste vyrobili program, jenz je najde.

Vstupem programu je pocet mést N (mésta jsou ocislovana 0,..., N — 1)
néasledovany dvojicemi ¢isel, které reprezentuji silnice (silnice jsou obousmérné).
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Seznam je ukoncen dvojici (0,0), coz je okruh kolem kralovského paldce. Vy-
stupem je seznam kritickych silnic.

Priklad: 8 (6,7) (1,0) (5,4) (2,3) (5,6) (1,3) (3,4) (2,1) (5,7) (0,0). Vy-
stup: (0,1) (3,4) (4,5).

9-3-3 Mikroassembler 12 bodu

Firma Sirius Cybernetics uvedla s ohromnou reklamou na trh pocitac¢ py
s tdajné nejjednodussi moznou instrukéni sadou. Samoziejmé to (jak jiz tomu
u reklamnich slogant byva) neni pravda. Na vés je, abyste nasli pfebytec¢nou
instrukei (to jest takovou, ze kazdy program tuto instrukei obsahujici je mozno
prepsat na program, ktery déla totéz a tuto instrukci nepouzivd) a popsali,
jak ji lze nahradit. Pokud existuje takovych instrukci vice, naleznéte vSechny
a zkuste dokézat, Ze ty ostatni jsou jiz vskutku nutné. A nyni jiz k tomu, jak
onen pocita¢ funguje:

11 mé pamét slozenou z jednotlivych paméfovych bunék oéislovanych pfi-
rozenymi ¢isly, pficemz v kazdé burice je ulozeno opét libovolné pfirozené Cis-
lo. Na pocatku béhu programu jsou na smluvenych mistech v paméti ulozena
vstupni data (ostatni buiiky obsahuji nedefinované hodnoty), na konci vypoétu
pak na jinych mistech uloZeny vysledky. K dispozici jsou nésledujici instrukce:

® INC z — zvySeni obsahu pamétové buiiky éislo x o 1.

® DEC z — snizeni obsahu pamétové burky éislo o 1. Pokud tato jiz
byla 0, ztstane 0.

® CLR = — uloZeni nuly do dané pamétové buiiky.

e JEQ z,y,z — pokud je v pamé&tovych buiikich z a y uloZeno totéz éislo,
sko¢i o z instrukci dopfedu (z je libovolné celé ¢islo), v opacném
pripadé neprovede nic.

Program zac¢ind béh svoji prvni instrukci a konéi pfi pokusu o skok pred
tuto instrukci. Na ukézku uvedme napiiklad program pro secteni ¢isel na ad-
resach 1 a 2, pfi¢emz vysledek ulozi na adresu 0.

CLR
CLR
JEQ
DEC
INC
JEQ
JEQ
DEC
INC
JEQ

w
w
IS

-
-

WO NNWOREFL, O
w w
|
~N W

w
|
w
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9-3-4 Komplikator 11 bodu

Jisté vés pfi ¢teni pfedchozi lohy napadlo, ze moznosti popisovaného as-
sembleru p; jsou naprosto minimélni. Kupodivu to neni tak docela pravda: jde
v ném naprogramovat prakticky cokoliv, co jde zapsat v Pascalu. Jelikoz by ale
bylo preci jen prili§ pracné vytvorit prekladac¢ z Pascalu do tohoto assembleru,
zkuste napsat program, ktery do tohoto assembleru preklada alespon bézné
celocdiselné aritmetické vyrazy obsahujici:

e Operatory ‘+7, ‘=", “*’ /> a ‘)’ (zbytek po déleni) se spravnymi prio-
ritami (tedy ‘*’, /> a ‘%’ maji pfednost pied ‘+’ a ‘=7).
® Zavorky ‘CC a ).

[P I3

e Proménné ‘a .

z

Vstupem vaseho programu by mél byt vyraz v textovém tvaru, vystupem
pak program pro p; vycislujici tento vyraz, pficemz hodnoty proménnych bu-
dou zadany na adresach 1 (a) az 26 (z) a hodnota vyrazu bude po skonceni
vypoctu ulozena na adrese 0. Napiiklad ukézkovy program od predchozi tilohy
je jednou ze spravnych odpovédi pro vyraz a + b.

9-3-5 391992 qdT 10 bodu

Dnesni dloha se bude zabyvat volbou vhodnych kli¢a pro Sifrovaci algorit-
mus RSA uvedeny v minulé sérii.

N&ahodné zvolime dvé navzajem ruzna dostatecné velka prvocisla p, g, p # q.
Oznac¢imesi N = p-qa K = (p—1)-(¢—1). (O tom, jak ndhodné volit dostate¢né
velkd prvoéisla, bude tloha pristi.)

Nahodné zvolime Sifrovaci exponent s, 1 < s < K tak, aby byl nesoudélny
s K.

Najdeme celé ¢islo 0 < t < K, které vyhovuje rovnici (¢ - s) mod K = 1. Je
mozné dokazat (to po vas nechceme), ze takové ¢islo existuje pravé jedno.

Zverfejnime dvojici (N, s) — vefejny kli¢, pomoci kterého mtze kdokoli za-
Sifrovat ndm uréenou zpravu. Do trezoru si ulozime tajny kli¢ — dvojici (N, ),
kterou budeme deSifrovat piichozi zpravy.

Priklad: Zvolili jsme prvocisla p = 11, ¢ = 13 a Sifrovaci exponent s = 23.
Pro tyto hodnoty je N = 143, t = 47.

Uloha: Vymyslete algoritmus a sestrojte program, ktery pro dana dvé pr-
vodisla vypoéita n&jakou dvojici kli¢d pro Sifrovani algoritmem RSA. (Névod:
Pokuste se zobecnit Euklidiv algoritmus pro hledani nejvétsiho spole¢ného dé-
litele.)

9-4-1 Cor Sair strikes back 12 bodu

Poté, co pirat ve vysluzbé Cor Sair zdarné vytesil sva trable s hamiznym
hokynéfem Mer Chantem (viz tloha 9-1-2), stal se v Sirém okoli uznavanym
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odbornikem pfes vazeni bfemen a tfidéni prfedméti. Jednoho dne vSak dostal
od kralovské vyzvédné sluzby nasledujici tajné poslani:

Agenti zadrzeli na posté 12 znacné tézkych balik adresovanych do sou-
sedni ne tak docela spfatelené zemé a od zpravodajské kancelaie JPP (Jedna
Pani Povidala) se dozvédéli, Ze jeden z téchto balikti by mél obsahovat tajné
dokumenty ukradené ministerstvu deratizace. Jelikoz vSechny baliky vypadaly
stejné, agenti zahy pfisli na to, jak inkriminovanou zasilku odhalit — méla by
se lisit hmotnosti! Netusili vsak, je-li leh¢i nebo tézsi a nechtéli mnoha vazeni-
mi vzbudit pfiliSnou pozornost okoli (my i vy jisté tusite, zZe ji vzbudi nehledé
na pocet vazeni, ale pochopte, Ze oni to nevédi), a proto Cor Sairovi zadali,
at vymysli, jak co nejmensim poc¢tem véazeni na rovnoramennych vahach onen
balik objevit a jesté zjistit, zda je leh¢i neb tezsi.

Po vas pro tentokrate nechceme, abyste psali jakykoliv program, pouze
zkuste popsat postup (tedy vlastné algoritmus), jak tento problém vyresit.

9-4-2 Green Bit Problem 10 bodu

Jak jiz bylo zminéno v predminulé sérii, na Zemi se zacali vyskytovat
Ufouni, mala to zelena stvofeni obyvajici zapomenuté kouty Vesmiru a my si
s nimi jiz umime vymeénovat informace prostfednictvim 128-bitovych binarnich
¢isel — v tloze 9-2-3 jste vyfesili, jak takova ¢isla prevadét do ndm citelného
tvaru (to jest jak je zrcadlové prevracet).

P1i komunikaci s Ufouny se ovSem objevil jesté jeden zajimavy problém:
jak u takového dlouhého ¢isla rychle zjisit, kolik je v ném jednickovych biti.
Pro tento ucel se pouziva téhoz piekladaciho stroje, jenz se programoval pro
prevraceni bitl. Vstup dostanete v proménné z, vystup budiz na konci vypoctu
uloZen v proménné y.

9-4-3 Hellish Clocks 13 bodu

V jednom pekle méli svérazny systém méfeni Casu: v kazdém z N pater
pekla byly jedny hodiny ukazujici na svém ciferniku ¢as v pekelnych hodinach
(téch je kazdy den 37). Jelikoz mnohé z hodin se opozdovaly, piedchazely, obcas
zastavovaly ¢i délaly jiné nepredlozenosti, poridili si Certi centralni ovladani:
od kaZdych hodin vedly draty k fidicimu pultu v Luciferové kancelafi, na némz
bylo N tlacitek, jimiz meélo jit posunout rucicku danych hodin na nejblizsi dalsi
pekelnou hodinu.

Jenze jak to uz v pekle byva, i tento systém mél néjaky hacek: kazdé tlacitko
totiz neposouvalo jenom jedny hodiny a jenom jednu hodinu, ale rucicky na
hned nékolika cifernicich o rizné poc¢ty hodin. Nakonec se ale podafilo zjistit,
jak které tlac¢itko funguje.

Vasim tkolem je napsat program, kterému certi zadaji, o kolik hodin po-
sune které tlacitko kupfedu rucicky na kterém ciferniku, kolik které hodiny
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zrovna ukazuji a na jaky ¢as si je pfeji nastavit (pro vSechny ciferniky stej-
ny) a program odpovi, kolikrat zmacknout které tla¢itko (na pofadi mackani
evidentné nezalezi), aby bylo dané konfigurace dosazeno, pfipadné sdéli, Ze to
nejde.

9-4-4 Whatsit? 10 bodu

Zkuste pFijit na to, k ¢emu je (mimo zmateni FeSitell, samoziejmé) uréena
nésledujici pascalskd funkce a jak by se dala naprogramovat efektivnéji:

function whatsit(a,b:word):word;
const s:string=’><+¥>>kH<GHH>>+H+A><H<:=]"
+ RGO HHEI G A IDO> kIO -) 0
var k:array [0..6] of word;
begin
k[0]:=1; k[1]:=1; k[2]:=2;
k[3]:=a; k[4]:=b;
while chr(k[0])<=s[0] do begin
case s[k[0]] of
’<?: k[1]:=(k[1]+6) mod 7;
’>2: k[1]:=(k[1]+2) mod 7;
*#7: if k[k[1]11<>0 then k[0]:=k[2];
’$2: k[2]:=k([0];
’=7: dec(k[k[111);
’+2: inc(k[k[1]1]1);
P10 k[k([11]:=k[1];
else inc(k[k[1]],k[k[1]11);
end;
inc(k[01);
end;
whatsit:=k[6];
end;

9-4-5 Something rotten? 12 bodu

Vas program z minulé série na hledani kritickych silnic si kralovsti tfed-
nici velice oblibili a nyni vas zadaji o vyfeseni podobného problému: potfebuji
zjistit, kolik silnic se jim muZe rozpadnout, aniz by se kralovstvi rozdélilo na
dvé Casti.

Tedy: vstupem programu je poc¢et mést N (mésta jsou oéislovana 0, ...,
N —1) nasledovany dvojicemi ¢isel reprezentujicich obousmérné silnice. Seznam
je ukonéen dvojici (0,0), coz je okruh kolem krélovského palace. Vystupem je
pocet silnic, které se mohou rozpadnout a pfitom jesté nerozdélit silni¢éni sif na
dvé casti.

Priklad: 5 (0,1) (0,2) (0,3) (1,2) (2,3) (1,4) (2,4) (3,4) (0,0). Vystup: 2.

9-4-6 !391992 qOT 10 bodu

Minule jsme vam slibili, Ze tato lloha bude o generovani nahodnych velkych
prvocisel. A opravdu vas nezklameme. Takova prvocisla se generuji vétSinou
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tak, Ze se najde velké ndhodné ¢islo a pak se testuje na prvociselnost. Pokud se
jedna o ¢islo slozené, test na prvociselnost opakujeme s ¢islem o jednicku vétsSim
(pokud nemame opravdu dokonaly generdtor ndhodnych ¢isel, neni vhodné
generovat nové ndhodné ¢islo, jezto pak neni zarudena konecénost algoritmu).

Ale jak testovat u velkych ¢isel prvociselnost? Klasicky algoritmus — po-
kusné déleni ¢&isly od 2 od /n — je nepouzitelny, jelikoz bychom se vysledku
nedockali. Nejéastéji se pouziva pravdépodobnostni algoritmus zalozeny na na-
sledujicim tvrzeni, které je rozsifenim malé Fermatovy véty:

(i) Jestlize pro néjaké 0 < a < n plati

a" ' modn #1,

je n ¢islo sloZené. A obrécené:
(ii) Jestlize pro néjaké 0 < a < n plati
a" tmodn =1,
je n prvodislo s pravdépodobnosti vétsi nez 0,5.
V praxi se ukazuje, ze tato pravdépodobnost je daleko vétsi nez 0,5 a ze
pro ndhodné a jsou pravdépodobnosti rozumné nezavislé.
Néavod na testovani prvociselnosti ¢isla n:

1. Vylouéime trividlni pfipady: provedeme pokusné dé€leni n prvodisly
od 2 do (tfeba) 1000. Pokud je n nékterym z nich délitelné, je jiz vse
jasné.

2. Vygenerujeme ndhodné ¢&islo 0 < a < n a vypoéteme a"~! mod n.
Pokud vyjde néco jiného nez 1, je n jasné slozené a koncéime.

3. Bod 2. nékolikrat (tfeba 20-krat) zopakujeme, abychom zvysili prav-
dépodobnost spravnosti vysledku.

4. Prohlasime, ze Cislo n je asi prvocislo.

7 teoretického hlediska by se mohlo zdat, Ze generovani prvocisel pouze
s néjakou pradépodobnosti je nepouzitelné. Ve vesmiru a zivoté je ale malokdy
néco na 100%. KdyZ pocitade, na kterych vypocty provadime, maji pravdépo-
dobnost chyby 1074, mfizeme jésat nad prvoéisly s pravdépodobnosti chyby
10710

Uloha: Bézné funkce pro generovani nahodnjch ¢isel generuji pouze &isla
pseudondhodnd: posloupnost ,ndhodnych“ ¢isel se zac¢ne po Case opakovat. Zd-
vodnéte, proc je tento fakt pii generovani kli¢i pro RSA nepfijemny, a zkuste
vymyslet, jak generovat opravdu nahodna ¢isla. Pfi feSeni tohoto problému se
nemusite omezovat na Cisté programatorské postupy. Provedeni praktickych ex-
perimentl a pouziti znalosti z jinych obort (napf. fyziky nebo chemie) ocenime
zvlastni prémii.
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Poznamka: Popsany algoritmus ovSsem neni zcela korektni — negeneruje
totiz vSechna prvocisla se stejnou pravdépodobnosti. Zkuste se zamyslet nad
tim, pro¢ a jak by se tento problém dal odstranit.

O casové slozitosti

P1i opravovani feSeni jsme byli pfimo zavaleni dotazy typu ,co to vlastné
je ta Casovd a pamétova slozitost?“ — nasledujicich par fadkd budiz chéapéno
jako pokus o odpovéd na otdzky podobného druhu:

Pro kazdy problém obvykle existuje vice ruznych algoritmu tento problém
fesicich, ale zfidkakdy byvaji vSechny ,stejné dobré“. Jedna z moznosti, jak
algoritmy porovnéavat, je zkoumat, za jak dlouho se k feseni dopracuji a kolik
paméti k tomu potiebuji. Tyto vlastnosti se vétsSinou popisuji pomoci takzvané
¢asové a pamétové slozitosti algoritmu. Oboji se vyjadiuje analogicky, prodez
se zaméfime napriklad na slozitost ¢asovou:

Predem mtzeme vyloudit porovnavani podle ¢asu v sekundach potiebného
ke zpracovani jednéch urcitych vstupnich dat, jelikoz jeden algoritmus muze
pracovat rychleji nez jiny pro néjaka vstupni data a daleko pomaleji pro jina.
Rozumné by mohlo byt vyjadrit ¢as vypoctu v zavislosti na néjaké mitre velikosti
vstupnich dat (obvykle se oznacuje pismenem N) — to jest napf. poéet prvka
zpracovavané posloupnosti — tedy vyjadrit ¢as jako né&jakou funkci ¢(IV).

Jenze ouha, hodnoty funkce ¢ budou rizné, budeme-li program spoustét
na ruznych pocitacich a navic se tato funkce bude velice obtizné urcovat. Vy-
pomtizeme si proto asymptotickgm vyjadienim této funkce, jez ndm (ponékud
neexaktné feceno) udava, jak rychle funkce ¢ roste v zavislosti na N, pfi¢emz
nas bude zajimat zejména jeji chovani pro velkd N (pro malé velikosti vstupt
jsou i pomalé algoritmy vcelku pouzitelné). Nalezneme tedy néjakou ,,jedno-
duchou® funkci f(N) (napiiklad néjakou mocninu N), o které vime, ze roste
stejné rychle jako t(N), ovSem bez ohledu na multiplikativni konstanty (napf.
3N? roste stejné rychle jako N2, stejné tak 7TN3 +5N? — 10 se chova pro velka
N stejné jako N3 apod.). Takové srovnani chovani funkci zna¢ime t = O(f).

Typické algoritmy maji ¢asové slozitosti O(1) (konstantni), O(log N) (loga-
ritmicka), O(N*) (polynomicka) nebo O(N* -log N), popiipadé O(2V) (expo-
nencialni, natolik pomald, ze prakticky nepouzitelnd — jiz pro N = 1000 byste
se vysledku nedockali v nejblizsich stoletich).

Pro ty z vés, ktefi chtéji znat presnou definici: ¢ = O(f) pravé tehdy,
existuje-li konstanta ¢ > 0 takovd, ze pro kazdé z plati t(z) < c¢- f(x).

Prahnete-li po hlubsim vysvétleni tohoto tématu, muzete nahlédnout do
knihy Algoritmy a programovaci techniky od RNDr. Pavla T6pfera.
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Vzorova reseni

9-1-1 Cesta kulhavého koné aneb Chytak! Martin Mares

Ackoliv byla tato tloha ptuvodné minéna jako néco jednodussiho ,na za-
hrati“, byli jsme nemile prekvapeni, ze témér nikdo neposlal korektni reseni.
Vyskytovaly se nasledujici netispésné pokusy:

1. Heuristiky — to jest TeSeni zalozend na rtznych vice ¢i méné podivnych
predpokladech (typu ,kdyz se budu pohybovat tak, abych postupné zmensoval
soucet absolutnich hodnot svych souradnic a souradnic cile, bude takova cesta
zarucené nejkratsi), které mély spoleéné jedno: chybél korektni dikaz toho, Ze
nalezena cesta bude vskutku optimalni.

A také Ze bylo velice ¢asto snadné vymyslet protipiiklad. To si dokonce
uvédomili i nékteri autori takovychto feseni a zacali do nich pridavat dodatec-
né omezujici podminky typu ,kdyz jsou dvé moznosti podle mého zakladniho
kriteria rovnocenné, vyberu ten tah, kterym se dostanu blize ke stiedu“ nebo
,pokud jsem jiz od cile vzdalen v kazdé ose méné nez 3 pozice, dojedu podle
prilozené tabulky“ — le¢ opét opomnéli zdtvodnit, pro¢ jiné ,Spatné“ situace
nastat nemohou.

Pro tato ,vylepSovana“ feseni ovSem jiz hledani protiprikladt nebylo tak
snadnym, procez ne kazdému jsme takovy s opravenym FeSenim poslali. Za
vSechny zde budiz uveden ,universalni protiptiklad* na alespon polovinu chyb-
nych algoritmi: Sachovnice 4 x 4, vychdzime z levého horniho rohu (0,0) a
chceme se dostat do pravého dolniho (3, 3). Optimalni cesta je napiiklad (0, 0)
-(2,1) - (1,2) - (3,3). Typicka heuristika skace z (0,0) na (2, 1), pak na (3,2)
nebo (2,3) a odtamtud se jiz jedinym konskjm skokem zaruéené do cile nedo-
stane, tudiz vygeneruje cestu, kterd neni nejkratsi (pokud ovSem viibec né&jakou
nalezne — mnohé z vasich programi se prosté na takovémto zadani zacyklily na
véné Casy).

2. Jednoduchy algoritmus typu ,vlna“ — zacneme polickem se vzdalenosti
0, pak hledame policka o vzdalenosti 1, ... vzdy z policek o vzdalenosti n
hledame policka se vzdalenosti n + 1, prosté klasicky postup hledani do sirky.

Na tomto postupu jesté nic Spatného neni, ale pfeci jen tu je jeden hacek:
nestaci si totiz pro kazdé policko pamatovat délku nejkratsi cesty ze startu
do néj a tyto tahy se pokouset prodluzovat — tim totiz zapominate na to, ze
tahy se musi pravidelné st¥idat. Ackoliv nejkrat$i mozny tah vedouci na pole
(z,y) konéi tahem koné, nejkratsi tah na pole (z + 2,y + 1) napiiklad mizZe byt
skokem koné z (x,y) s tim, Ze na (z,y) se dostanete o 1 tah delsi cestou, kterd
kon¢i tahem krale, abyste mohli spravné navazat.
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Misto tohoto ponékud zmateného popisu asi poslouzi 1épe ukazka, kdy
to skutecné selze. Neni pro ni ovSem tfeba chodit prili§ daleko: universalni
protipiiklad pro heuristiky prokaze svoji universalitu i zde. Prvnim tahem koné
se muzete dostat na (1,2) a (2,1), z téchto pozic pak kralem na libovolnou
pozici mimo (0,0) a (3,3), tedy i na (1,2) a (2,1), coz na prvni pohled viibec
neni rozumné, nebot tam se dokdzeme dostat jednim tahem (coZ si program
rovnéz uvédomi a na tyto tahy spokojené zapomene). Nu ano, ale pole (3, 3) je
dostupné ve tfetim tahu (tedy koném) pouze z (1,2) a (2, 1), na ktera se ovSem
musime dostat kralem, takze i takovyto program spravné feseni nenalezne.

3. Backtracking alias prohledavani do hloubky neni z principu $patné — na
rozdil od dfive zminénych ,feSeni“ alespon spravnou cestu vzdy najde — ale zato
za rekordné dlouhou dobu, ktera zavisi na velikosti Sachovnice exponencialné.
Takze pro Sachovnici 30 x 30 je jiz v praxi naprosto nepouZzitelny (miliony let
na vypoéty obvykle k dispozici neméme).

A jak tedy? Po tomto vycerpavajicim (spiSe ¢tendfe nezli téma) vyétu
$patnych feseni prikro¢me k néjakému spravnému: Pouzijeme opét prohledavani
do sitky, ovSem trosku upravené, aby fungovalo korektné. Pro kazdé pole si
nebudeme pamatovat délku jedné nejkratsi cesty do néj, nybrz cest dvou — té,
ktera kon¢i tahem koné a té, ktera konci tahem krale.

Na pocatku vime, ze do vychoziho policka se mtizeme dostat cestou délky
nula, kterda de facto konéi tahem krale — zadny tah tam sice nebyl, ale dal
tahneme tak, jako bychom na néj navazovali — to jest koném.

Nyni postupné hleddme vSechna policka o vzdalenostech 1, 2, ...n, a to
tak, Ze méame-li nalezena vSechna policka vzdalend od pocatku méné nez k,
snadno najdeme i ta, jez maji vzdalenost k — jsou to takova, do kterych se
umime dostat koriskym skokem (je-li & liché) nebo kralovskym krokem (je-li
sudé) z poli¢ek o vzdalenosti k — 1.

Le¢ nas pro kazdé policko zajimaji pouze délky nejkratsi ,kralovské“ a
Hkonské® cesty, tudiz dostaneme-li se novym tahem délky k£ nékam, kam jsme
se jiz dokazali dostat krat$im tahem stejného typu, mizeme novy tah s klid-
nym svédomim ignorovat, aniz bychom udélali stejnou chybu jako v ,feseni“
¢. 2, jelikoz vSechna moZnéd pokracovani nového tahu mohou byt (krat$imi!)
pokracovanimi onoho kratsiho tahu, aniz bychom porusili pozadavek stfidani.

Bylo by ale zbytecné v kazdém kroku hledat vSechna policka o dané vzda-
lenosti v néjaké matici. Pouzijeme tedy fintu: zavedeme frontu F' dosazitelnych,
ale jesté nezpracovanych policek, kterd bude na zacatku obsahovat pouze vy-
chozi pole, béhem vypoctu pak nezpracovana policka sefazena vzestupné podle
jejich vzdalenosti od startu. Kazdy krok pak bude vypadat takto:

1. Vyber jedno policko (z,y) z F (tedy nejblizsi jesté nezpracované).
Pokud byla fronta prazdnéa, jsme v koncich a cesta neexistuje.
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2. Pokud se toto policko rovna cilovému, nalezli jsme slibenou nejkratsi
cestu a koncime.

3. Vezmeme vSechna policka z (x,y) dosaZitelnd, pficemz zkouSime na-
pojit jak tah konég, tak tah krale (pro kazdy vime, jak bude dlouhy,
nebot si to pamatujeme v poli).

4. Pro kazdé z téchto policek testujeme, zda jsme se do nich jiz dokazali
dostat cestou daného typu, kterd byla kratsi. Pokud nikoliv, pozna-
mename si tuto (pro dany typ tahu zaruéené nejkratsi) vzdélenost a
policko zafadime na konec fronty.

Kazdé policko se tedy do fronty mohlo dostat nejvyse dvakrat — jednou
jako koncové pro kralovsky tah, jednou pro tah koisky. Odhadnout, jak velkou
frontu budeme potfebovat, je netrividlni, ale vice nez 2M - N policek se nam
v ni zaru¢ené nesejde (M a N jsou rozméry Sachovnice).

Zbyva jesté doresit, jak vypisovat nalezenou cestu. Moznosti jsou dvé: jed-
na by byla zaéit v cilovém policku, to vypsat, najit dostupné (resp. doskoéné
— podle vzdélenosti) policko s vzdalenosti mensi o 1 (zarucené existuje) a tim
pokracovat, jako by ono bylo tim cilovym atd. az se dobereme k policku vycho-
zimu. Nebo muzeme ke kazdému poli poznamenat pro oba typy taht nejen jak
dlouhy byl minimalni tah, ale také odkud pfiSel a stejnym zpiisobem vypsat
cestu ,pozadu“. Vybereme si prvni variantu, jelikoZ je pamétové méné narocéna.

A jak to je s Casovou a pamétovou slozitosti? Kazdé policko (téch bylo
M- N) jsme ,vzali do ruky“ nejvyse dvakrat a udélali pro néj néjaké konstantni
mnozstvi operaci. P¥i vypisovani cesty jsme zarucené nepouzili zadné policko
vice jak jednou. Casova slozitost je tedy O(M - N). Pamét potiebujeme jednak
na frontu (2M - N polozek), jednak na pole obsahujici vzdalenost (k- M - N
polozek, kde k je néjaké pfirozené ¢islo). Dohromady tedy rovnéz O(M - N).

A je toto feSeni skuteéné optimalni? Se smutkem v océich vAm mohu pro-
zradit, Ze nikoliv. Existuje Feseni s ¢asovou slozitosti O(M + N), nicméné je
pomérné slozité a jeho diikaz (alesponi nejlepsi, ktery se nAm podafilo nalézt) je
velice dlouhy, procez jej zde neuvedeme. Nastinimez alespon zakladni myslenku:
Netrividlnim trikem je mozno pro kazda dvé policka spocitat v konstantnim c¢a-
se jejich vzdalenost (to je pravé to, co se musi sloZité dokazovat) a poté miZeme
pouzit prvni z popsanych metod na vypisovani cesty pfimo, aniz bychom pred
tim cokoliv pocitali.

#include <stdio.h>

#define MAX 30 /* Mez velikosti Sachovnice */

int M, N; /* Skuteéna velikost Sachovnice */
int 20, y0; /* Vychozi pole */

int z1, yl; /* Cilové pole x/

int F[2xMAX+«MAX][2]; /* Fronta s/

int r, w; /* Cteci a zapisovy index fronty */
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typedef vzdal[MAX][MAX];
vzdal K, H; /* Kralovské a konské vzdalenosti %/

/# Tabulky moznych taht: Pro oba typy seznam rozdild pro obé& osy zvlast, ukonéeno
kombinaci (0,0) */

int Kz ={ -1, -1, =1, 0, 0, 1, 1, 1, 0}; /% Kral %/

int Ky[]={ -1, 0, 1, -1, 1, =1, 0, 1, 0 };

int Hz[] = { -2, -2, -1, —1, 1, 1, 2, 2, 0}; /* K %/

int Hy[] ={ -1, 1, =2, 2, =2, 2, =1, 1, 0 };

void cesty (int vzd, vzdal K, int *dz, int *dy, int zz, int yy)

{ /* Zkousi vSechny tahy z pozice (zz,yy) */
int z, y;

if (vzd < 0) /* Béda, sem se nedostaneme! x/
return;
while (xdz || *dy)

T = zx + *det++; y = yy + *dy++;
if (z <M && y < N && Klz][y] < 0) /* Sem to jesté neumime! x/

Flw][0] = z; F[w][1] = y; w++; /* Do fronty s tim! %/

K|z][y] = vzd+1; /* Uz umime. .. */
}
}
int hledej (void) /* Hledani cesty */
{
int z, y;
r =0; w = 1; F[0][0] = z0; F[0][1] = y0; /* Inicializujeme frontu =/
for (z=0; c<M; z++) /* Na pocatku vSe nedosazitelné. .. */
for (y=0; y<N; y++)
Klz]ly] = Hlz][y] = -1;
K[z0][y0] = 0; /* ... mimo pocatecniho pole */
while (r < w) /* Dokud je ve fronté néco */
z = F[r][0]; y = F[r][1]; r++; /* Vezmi z fronty */
if (z ==ul && y == yl) /* V cili? %/
return 1;
cesty (K|z]|ly], H, Hz, Hy, z, y); /* ZkouSime prodluzovat */
cesty (H[z][y], K, Kz, Ky, z, y);
}
return 0;
}
void vypis (void) /* Vypis nalezené cesty */
int z, y; /* Aktudalni pozice */
int dist; /* Vzdalenost od startu =/
int kun; /* Posledni tah koném =/
int xdz, *dy;
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z=uzl;y=yl; /* Od konce. .. */
kun = (H[z]ly] >= 0 && H|z][y] < K|z][y]); /* A koném nebo krilem? x/
dist = kun ? H(z][y] : K[z][yl];
for (; ;)
{

dist——; /* A zase o 1 bliz... %/
printf (“(%d,%d)\n”, =z, y);
if (z == 20 && y == y0)

break; /* Hotovo */
if (kun)
de=Hz, dy=Hy;
else
de=Kz, dy=Ky;
while (xdz || *dy) /* Hleddme piedchozi */

int zz=x + *dz++, yy=y + *dy++;

if (zz < M && yy < N && (kun ? K : H) [zz][yy] == dist)
{
T =T, Y =YY
break;
}
kun = lkun;
}
}
int main (void)
{ scanf (“%d%d%d%d%d%d”, &M, &N, &z0, &y0, &z1, &yl);
if (hledej () vypis ();
else puts (“Nenalezeno!”);
return 0;
}
9-1-2 Kupec Bengalsky Pavel Machek

Cor Sairovi to dalo dosti premysleni a jednu noc kvtli tomu dokonce nespal,
ale vysledek stél za to. Kdyz ve smluveny den ptisel k Mer Chantovi, jenz se
jen potouchle usmival, pravil: ,,Dobra, ty bidny Mer Chante, pfistupuju na tvé
platebni podminky. Koule, které dostanes, vSak budu vybirat ja!“ Mer Chant
ochotné souhlasil a dokonce se rozesmal nahlas. Placli si tedy a vazeni mohlo
zacéit. O nékolik chvil pozdéji Cor Sair spokojené odchézel, drze si v podpazi
kouli plnou zlata a Mer Chant jen tiSe bésnil v koutku svého hokynafstvi. (dle
reseni Pavla Sedivého).

A jak to Cor Sair udélal?

Inu snadno: vzal néjakych Sest kouli a polozil je na védhy. Nemusel byt
génius na to, aby védél, ze na kazdou misku musi polozit 3. Po ustéleni vah uz
védél, ve které trojici je zlata koule:
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Pokud byla jedna z misek tézsi nez druhé, byla zarucené zlata koule mezi
témi na prvni misce.

Hmm. .. a co kdyZ zistaly vahy v rovnovéze? To pfeci znamena, Ze obé
trojice jsou stejné tézké a ze zlatd koule je mezi tfemi koulemi, které dosud
nebyly vazeny.

Cor Sair tedy védél, ve které trojici je zlata koule a také ve kterych Sesti
koulich zlata ur¢ité neni — a t¥emi z nich zaplatil Mer Chantovi za prvni vazeni.

Potom Cor Sair vzal dvé ze tii ,nadéjnych“ kouli a polozil je na misky
vah. Po dalsim vézeni védél (obdobné jako v pfedchozim vézeni), kterd koule
je zlata a uz z predchoziho vazeni mél 3 koule, jimiz Mer Chantovi zaplatil.

A Mer Chant nakonec zjistil, Zze 1 kdyby chtél za kazdé vazeni koule ¢tyfi,
i tak by jej Cor Sair prelstil stejnym zpisobem. . .

9-1-3 Strasidl66o Martin Bélocky

Tuto tlohu vSichni néjak vyfesili, az na par nefunkénich programi. Nutno
zduraznit, Ze mnozi ztratili body za chybéjici nebo nedostatecny popis algorit-
mu a hlavné za chybéjici popis programu.

Nejvétsi problém byl ve slozitosti algoritmu. Néktefi napsali i tu nejjedno-
dussi metodu, ktera byla zkusit kazdy bod matice (téchjeM - N) vzit jako levy
horni roh hledaného obdélnika a vyzkousSet k nému vSechny mozné pravé dolni
rohy (t&ch je pfiblizné M - N) a vyzkouset, zda obdélnik s danymi soufadnicemi
je plny nul (pfiblizné M - N testtt). Coz déva dohromady pfibliznou éasovou
slozitost algoritmu M3 - N3, ktera nikoho nemtize uspokojit.

Dle zadani se v obdélniku (budeme mu fikat matice) mohou vyskytovat
nulové a nenulové hodnoty. Velikost nenulovych hodnot nés nezajimé, proto ze
vsech nenulovych hodnot udéldme nulové a ze vsech nulovych hodnot udélame
jednicky.

Abychom se nemuseli zabyvat okraji, pfiddme kolem celé matice pas z nul.

Dale si vytvofime 2 pomocné matice (A, B) o stejné velikosti, a na mista
jednicek napiseme pocet jednicek, které se nachazi pfimo pod danou jednickou
(v matici A) a nad danou jednickou (matice B) (vCetné).

Phv. matice

(po tpravé 0/1) A B
000000 000000

0111 001340 001110
1011 030230 010220
1111 022120 021330
1101 011010 032040

000000 000000

Uvaha: Hledan4 strana maximalniho jedni¢kového obdélniku musi pfiléhat
bud k okraji matice nebo k nulovému prvku. ProtoZe jsme si okolo celé ma-
tice vytvorili pas nul, mizeme prohlasit, ze strana maximalniho jednickového
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obdélnika priléha k néjakému nulovému prvku.

Necht M j’ je néjaky nenulovy prvek v matici. Hleddme maximélni jednic-
kovy obdélnik priléhajici levou stranou k prvku M ; Postupujeme od prvku
M; smérem doprava (tj. po prvcich M;H, M;+2 ...), dokud nenarazime opét
na nulu. Ta zprava omezuje ,nejdelsi“ jednickovy obdélnik priléhajici levou
stranou k M j’ Pro kazdy prvek M ; 1p» ktery cestou potkdme, uréime maximal-
ni jednickovy obdélnik pfiléhajici levou stranou k M j’ takovy, ze jeho prava
strana je ve sloupci j + b.

A jak takovy obdélnik vypada? Jeho pravy i levy okraj je jiz omezen
(j...j+b), zbyva tedy urcit pouze jeho horni a dolni okraj. Hledany dolni
okraj je urc¢en ,hloubkami jednicek“ pod prvky M;H, M;+2v ... —je dan jejich
minimem, tedy

H =min(M}, M}, ,...,M;,,).

Stejné tak horni okraj je uréen ,vyskami jedni¢ek“ nad prvky M;H, M;+2? .
—je dan také jejich minimem. Tyto ,hloubky* a ,,vysky“ jednicek vSak jiz mame
spocitany v maticich A a B. Tedy postupujeme od prvku M; k prvku M;+b a
v kazdém kroku spocitdme velikost maximalniho obdélnika priléhajicitho k M ;
a s pravym okrajem ve sloupci j + k, kde 7 < j+ k < j + b. Je-li spocitand
velikost vétsi, nez aktualni maximalni velikost, pak jsme nasli dosud nejvetsi
jednickovy obdélnik.

Slozitost a popis programu: Nejprve vytvarime matice A a B. Vytvofeni
znamend projit kazdy prvek matice a pri¢ist jednicku k hodnoté prvku nad
(pod) nim. Tedy vytvofeni jedné matice mé ¢as. slozitost O(M - N). Pro dru-
hou matici totéz. Poté postupujeme postupné pies vSechny prvky matice A a
zarovell B a kazdy prvek testujeme na nulu (pfiléhava nula), pokud ano, jde-
me po nenulovych prvcich doprava az k dalsi nule a pro kazdy nenulovy prvek
se provadi testovani dal$ich nenulovych prvkt — napravo az do dalsi nuly — a
vypocet: test na doposud nejvétsi obsah. Hledani probihd ve dvou vnofenych
for-cyklech. Vypocet uvnitt cyklu se provadi pouze pro nulové prvky a probih4a
pres vSechny nenulové prvky napravo. Nulovych prvki je v matici nejvyse N-M.
Pro zadny prvek neprobihd vypocet dvakrat. Tedy celkova ¢asova slozitost je
O(M - N). Pokud jste toto nepochopili, pak si zkuste rozmyslet, Ze by se dal
vnitini for-cyklus piepsat na while cyklus, aby se zadny prvek matice nemusel
testovat dvakrat. Prostorova (pamétovd) slozitost programu je O(M - N). Ma-
tice B je v naSem piipadé zbytecnd, nebot bychom jeji prvky mohli zapisovat
pfimo do puvodni matice, kterad je v nasem programu pfi vypoctu nevyuZzita.
const MaxM=100; MaxN=100;
var Mesto,MatA,MatB:array[0..MaxM+1,0..MaxN+1] of integer;

M,N:integer;
i,j,b:integer;
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MinNad,MinPod:integer;
Vel:integer;
MaxVel:integer;
Mi,Mj,Mk,Ml:integer;

begin

1996/97

{Sem patri vstup dat a prevod na jednicky a nuly, ale kazdy si jej jiste domysli sam...}

{naplneni okraju nulami v matici Mesto }
for i:=0 to M+1 do begin
Mesto[0,i]:=0;
Mesto[N+1,i] :=0;
end;
for i:=0 to N+1 do begin
Mesto[i,0]:=0;
Mesto[i,M+1] :=0;
end;

{vytvoreni matic MatA a MatB}
for j:=1 to M do begin
for i:=N+1 downto 1 do
if Mesto[i,j]=0 then MatA[i,j]:=0
else MatA[i,jl:=MatA[i+1,j]+1; {jednicka nad jednickami}
for i:=1 to N do
if Mesto[i,j]=0 then MatB[i,j]:=0
else MatB[i,jl:=MatB[i-1,j]+1; {jednicka pod jednickami}
end;

{vyhledani nejvetsiho nuloveho obdelnika}
MaxVel:=0;
for i:=1 to N do
for j:=0 to M-1 do
if Mesto[i,j]=0 then begin
{ Projdi jednicky vpravo od Mestol[i,jl }
b:=1;
MinPod:=maxint;
MinNad:=maxint;
while Mestol[i,j+b]l=1 do begin
if MatA[i,j+b]<MinPod then MinPod:=MatAl[i,j+b];
if MatB[i,j+bl<MinNad then MinNad:=MatB[i,j+b];
Vel:=b*(MinNad+MinPod-1);
if MaxVel<Vel then begin

MaxVel:=Vel;
Mi:=i-MinNad+1;
Mj:=j+1;
Mk:=i+MinPod-1;
Ml:=j+b;

end;

b:=b+1;

end
end;

{tisk vysledku}
if MaxVel=0 then writeln(’Ve meste nestrasi !’)
else
writeln(’Maximalni strasidelny obdelnik je od [’,Mi,’,’,Mj,’] do
Mk,’,’,M1,’] a ma velikost ’,MaxVel,’.’);
end.
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9-1-4 391992 ol Jan Kotas

Jak v pocitadi reprezentovat velka cisla? Nejjednodussi je omezit shora
délku velkych ¢isel na nejvyse napft. sto mist a udrzovat je v poli a konstantni

délky n:
n—1
x = Z FARE
i=0

Je dobré zvolit soustavu, jejiz zaklad z je mocninou dvojky; v nasledujicim
TeSeni je z = 256. Pouziti desitkové soustavy sice eliminuje problémy se vstupem

vvvvvv

optimalizovat rychlost pocitani s ¢isly proti rychlosti vstupu a vystupu.
Podéitani s velkymi Cisly se déld presné tak, jak se poéita na papife (snad
netfeba vysvétlovat znovu — viz ucebnice matematiky pro nizsi roc¢niky skol
zékladnich).
Casové slozitosti operaci (n = log Nynax je délka nejvétsiho ¢isla Nppqz):
* s¢itani, od¢itani: O(n)
* nasobeni: O(n?), existuje i algoritmus se slozitosti cca O(n!6).
* déleni O(n?), existuje téz rychlej§i algoritmus, ale velice slozity.
Nedostatky nasledujiciho vzorového FesSeni:

® Pro Cislo je alokovan blok paméti konstantni velikosti, pocita se stale
v plné presnosti. Je otadzka, zda dynamické alokovani paméti je uzi-
teCné, protoze je Casové narocnéjsi, navic se vétsinou pocita s Cisly
zhruba stejné velikosti.

e (isla se ¢asto kopiruji jako blok paméti, pfitom by stac¢ilo néjak chytie
predavat pouze ukazatele.

® Rutiny nemaji jednotné volaci konvence: kupfikladu Add (A,A,A) bu-
de fungovat, kdezto Mul (A,A,A) nikoliv.

® Bylo by pékné, kdyby se operace s velkymi ¢isly zapisovaly stejné
jako operace s normalnimi ¢isly: napf. misto Add(A,B,C) psat C :=
A + B. V Pascalu to mozZné neni, v C++ je.

® Néco by bylo dobré kvili rychlosti napsat v assembleru, to by ale
nebylo zcela podle pravidel seminéafe!

unit Biglnt;
interface

const MaxBytes = 100;
const MaxBits = 8 * MaxBytes;

type TBigInt = array [0..MaxBytes-1] of Byte;
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procedure Init(var R: TBigInt; X: Byte); { R := X }
procedure Zero(var R: TBigInt); { R := 0 }

function IsZero(const A: TBigInt): Boolean; { A = 0 }

const Overflow: Boolean = False; { True = nastalo preteceni }

procedure Add(var R: TBigInt; const A,B: TBiglnt); {R
function Sub(var R: TBigInt; const A,B: TBiglInt): Boolean; {R:=A-B1}
procedure Mul(var R: TBigInt; A: TBiglnt; const B: TBigInt); { R

var Base: TBigInt; { zaklad pro prevod z a na retezce }

procedure StrToBig(const S: String; var A: TBigInt);
function BigToStr(A: TBiglnt): String;

implementation

procedure Init(var R: TBigInt; X: Byte);
var I: Integer;
begin
R[0] := X;
for I := 1 to MaxBytes-1 do R[I] := 0;
end;

procedure Zero(var R: TBigInt);
begin Init(R,0) end;

function IsZero(const A: TBigInt): Boolean;
var I: Integer;
begin
IsZero := True;
for I := 0 to MaxBytes-1 do if A[I] <> O then IsZero := False;
end;

procedure SetBit(var A: TBigInt; I: Integer);
begin A[I shr 3] := A[I shr 3] or (1 shl (I and 7)) end;

function IsBit(const A: TBigInt; I: Integer): Boolean;
begin IsBit := A[I shr 3] and (1 shl (I and 7)) <> O end;

function Bits(const A: TBigInt): Integer;
var I: Integer;

begin
I := MaxBits;
repeat
I:=1-1;
if IsBit(A,I) then Break;
until I = 0;
Bits (=1 + 1;
end;

procedure Add(var R: TBigInt; const A,B: TBiglnt);
var I, X, Carry: Integer;
begin
Carry := 0;
for I := 0 to MaxBytes-1 do
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begin
X := Integer(A[I]) + Integer(B[I]) + Carry;
if X < 256 then begin R[I] := X; Carry := O end
else begin R[I] := X - 256; Carry := 1 end;
end;
if Carry <> O then Overflow := True;
end;

function Sub(var R: TBigInt; const A,B: TBigInt): Boolean;
var I, X, Carry: Integer;

begin

Carry := 0;

for I := 0 to MaxBytes-1 do

begin

X := Integer(A[I]) - Integer(B[I]) - Carry;
if X >= 0 then begin R[I] := X; Carry := 0 end
else begin R[I] := X + 256; Carry := 1 end;
end;
Sub := Carry <> 0;
end;

function ShiftRight(var A: TBigInt): Boolean; { A := A >> 1 }
var I, X, Carry: Integer;

begin
Carry := 0;
for I := MaxBytes-1 downto 0 do
begin

X := A[I] + Carry;
if odd(X) then Carry := 256 else Carry := 0;
A[I] := X shr 1;
end;
ShiftRight := Carry <> 0;
end;

procedure Mul(var R: TBigInt; A: TBiglnt; const B: TBiglInt);
var I: Integer;
begin
Zero(R) ;
for I := 0 to Bits(B)-1 do
begin
if IsBit(B,I) then Add(R,R,A);
Add(A,A,A);
end;
end;

procedure DivMod(var A: TBigInt; B: TBigInt; var R: TBiglnt);
var I,N: Integer;
E: TBiglnt;
begin
N := Bits(B);
if N = 0 then begin Overflow := True; Exit end;
N := Bits(A)-N;
Zero(R) ;
for I := 1 to N do Add(B,B,B);
for I := N downto O do
begin
if not Sub(E,A,B) then
begin A := E; SetBit(R,I) end;
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ShiftRight (B);
end;
end;

procedure StrToBig(const S: String; var A: TBigInt);
var I: Integer;

B: TBiglnt;
begin
Zero(A);
for I := 1 to Length(S) do
begin

Mul(A,A,Base);
Init(B,ord(S[I]1)-ord(’0°));
Add(A,A,B);
end;
end;

function BigToStr(A: TBigInt): String;
var Result: String;
B: TBiglnt;
begin
if IsZero(A) then begin BigToStr := ’0’; Exit end;
Result := ’’;
repeat
DivMod (A,Base,B);
Result := chr(A[0]+ord(’0’)) + Result;
A := B;
until IsZero(A);
BigToStr := Result;
end;

begin
Init(Base, 10);
end.

{ Priklad pouziti unity }

uses Biglnt;

var A,B,C: TBiglnt;

begin
StrToBig(’698465618676954° ,4) ;
StrToBig(’787764568798645° ,B) ;
Mul(A,A,B);
StrToBig(’3848624735242929240° ,B) ;
Add(A,A,B);
StrToBig(’197654161745157568751° ,B) ;
DivMod(4,B,C);
Writeln(BigToStr(A));
if BigInt.Overflow then writeln(’Nastalo preteceni.’);
end.

1996/97

9-2-1 Psi funkce

Robert Samal

Cisla ¥(n) jsou znaéné velkd uz pro mald n, proto rozhodné neni mozné
fesit tlohu tak, Ze spoéitdme hodnotu W(n) a vydélime ji t¥indcti. Udélame
proto néco jiného — ukazeme, Ze pro n > 3 je ¥(n) mod 13 = 3. Program pak

bude zcela trividlni.
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Nejprve dokazeme, Ze zbytek mocniny dvou po déleni tfincti zalezi jen na
zbytku exponentu po déleni dvandcti. Plati totiz 2'2 = 13-315+ 1, tudiz podle
binomické véty plati

(2™ = (13- 315+ 1)™ = (13 - 315)"+

+ (T)(IS 315" 4

m
13-315) +1 =
+(m_1)< )t

=13-k+1

(k je pfirozené &islo); proto je 212m+e = (212)m .24 = 13 . k. 2 4 2%, Prave
jsme ukazali, ze 212*% mod 13 = 2% mod 13. Pro zjisténi ¥(n) mod 13 proto
stadl zjistit U(n — 1) mod 12.

Pro n > 3 Ize ¥(n — 1) psat ve tvaru 22¥ = 4% kde k > 0 je piirozené é&islo
(T(n — 2) je totiz sudé). Takze (opét binomicka véta):

k
\I/(n—l)—4k—(3+1)k—3k+<1>3k1+...+1.

Zbytek ¥(n — 1) po déleni dvanicti je tedy jedno z ¢isel 1,4,7,10. Pokud je
totiz U(n — 1) = 12-a + b, je (podle pfedminulé véty)

1=¥(n—1)mod3=(3-(4-a)+b) mod 3 =bmod 3.

Ovsem pro n > 3 je ¥(n) délitelné &tyimi, proto je U'(n — 1) mod 12 = 4.

Z toho, co jsme zjistili v predchozich dvou odstavcich, jiz pfimo plyne, Ze
pro n > 3 je U(n) mod 13 = 2* mod 13 = 3, coz jsme chtéli dokézat.

Ti, ktefi za tlohu dostali (skoro) plny pocet bodd, vétSinou postupova-
li podobné, jako pravé skoncené feseni. Castd chyba byla takovato: napisu
si tabulku ¢isel 2" mod 13, zjistim Ze 2!2 mod 13 = 2° mod 13, 2'® mod 13 =
2! mod 13. Prohldsim, Ze je zfejmé, Ze se zbytky opakuji s periodou dvanéct.
Podobné ,zjistim*“, Ze ¢isla 2" mod 12 se (pro n > 2) opakuji s periodou dva.
Protoze W(n — 2) je sudé, znam zbytek W(n — 1) = 2¥("=2) po déleni dvanécti
a tudiz i zbytek W(n) = 2%~ po déleni t¥inicti. V dem Ze je ta chyba?
Pokud zkouméme néjakou posloupnost ¢isel, je ¢asto vhodné napsat si tabulku
prvnich nékolik ¢lent a hledat v ni néjaké zdkonitosti. Proti tomu rozhodné nic
nenamitdm. Nicméné to, ze néjaka zakonitost plati pro prvnich nékolik (lhos-
tejno zda 10, 100 nebo 1019) ¢leni, nedéva zadnou zaruku, ze plati pro véechny
¢leny. (Naptiklad ¢islo 22" + 1 je prvocislo pro n < 5, ne viak pro n vétsi.)
Abychom dokézali néco pro vSechny ¢leny posloupnosti, je tfeba bud vymyslet
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néjaky ditkaz (na vytvorené tabulce nezavisly), anebo zdtivodnit, pro¢ by méla
tabulka pro velkd n vypadat stejné — v nasem piipadé stacilo konstatovat, ze
(2-a) mod m = 2-(a mod m) mod m a tedy kazdy fadek v tabulce zbytkt zavisi
jen na ptredchozim radku. Pokud je tedy k-ty fadek stejny jako I-ty, musi byt i
(k + 1)-ni stejny jako (I 4+ 1)-ni, atd. P¥idanim této Gvahy se z vySe uvedeného
chybného feseni stane feseni spravné.

9-2-2 Tiskarsky Sotek Martin Mares

Mnozi fesitelé tlohu pojali jakozto ,,jednorazovou“ — to jest jedno nacteni
dat a pak jeden dotaz a tvrdili, Ze jejich (naprosto trividlni) feseni ma ¢asovou
slozitost pfimo timérnou délce slovniku a Ze to lépe nejde, ponévadz slovnik
musi alespon jednou cely precist. Ostatni si nastésti uvédomili, Ze takto by byla
tloha ,,0 ni¢em“ a vylozili si ji tim spravnym zpusobem: jednou analyza dat
a poté mnoho dotazi, pricemz zalezi na Casové slozitosti vyhodnoceni jednoho
dotazu.

Predem se omlouvam vSem zucastnénym za ponékud nemirné vyuzivani
symbolu O(f) v celém nasledujicim textu. Bez této symboliky by vSak byly
avahy nize jesté neptehlednéjsi.

Asi bude nejlepsi nejprve zjistit, kolik vlastné miZe existovat modifikaci
daného slova délky w (v celém dalsim textu predpokladame, Ze cely slovnik ob-
sahuje slova majici v prameéru tuto délku — usnadni to odhady ¢asové slozitosti
a na obecnosti to neubird). Tedy existuje w-(a — 1) moZnosti, jak pismeno zmé-
nit (a je velikost abecedy), w moZnosti, jak pismeno ubrat, a koneéné (w+1)-a
moznosti, jak néjaké pfidat (pozn.: nikdo netvrdi, Ze vSechny tyto moZnosti
daji ruzné vysledky — existuji pripady, kdy ne, ale nas zajimé pfipad pramér-
ny, v némz opravdu budou rizné — zkuste si to rozmyslet podrobnéji). Tedy
celkem O(w - a) variant, kazd4 délky O(w).

Porovnévat vSechny varianty zadaného slova se vSemi slovy ve slovniku
nejspise neni rozumné — porovnani dvou slov trva O(w), pro cely slovnik tedy
O(w - N) (N je pocet slov), pfi¢emz téchto porovnani potfebujeme provést
O(w - a). Dostaneme tedy vyslednou ¢asovou slozitost O(w? - a - N), coz asi
nebude to pravé.

O néco lepsi by bylo rozdélit si slovnik na nékolik mensich podle délek
slov a porovndvat pouze s témi slovy, kterd maji danou délku. Tedy O(N/w)
porovnani = celkem O(w - a - N). Sice lepsi, ale stédle jesté nic moc.

Bystry fesitel si ovSem na tomto misté rekne: ,,To napadné pfipomina ha-
shovénil* A mé pravdu... Pro¢ jej tedy nezkusit? Nerozdélime si slovnik do
O(w) piihrddek podle délek slov, ale rovnou na N ¢asti — sestrojime né&jakou
funkci f, jez kazdému slovu piifadi néjaké pfirozené ¢islo od 0 do N —1, a podle
téchto hodnot slova roztfidime. Takto bude v kazdé ptihradce primeérne jed-
no slovo a jestlize budou hodnoty funkce f rozdéleny dostateéné rovnomeérné,
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dokonce tam bude typicky jedno nebo dvé slova.

Jestlize tedy chceme hledat néjaké slovo, spo¢teme si pro néj hodnotu funk-
ce [ (feknéme, Ze najdeme takovou, kterd bude spoctena v ¢ase O(w) — jednu
najdete ve vzorovém programu) a budeme hledat jenom v p¥islugné piihradce,
ve které bude primérné O(1) slov. Kazdé porovnani slova s hledanym nés stoji
O(w), takze celkem slovo nalezneme v ¢ase O(w)+0(1)-O(w) = O(w). Celkem
zkousime O(w - a) variant, coz nam tedy trvd O(w? - a). Lépe to jisté nejde,
ponévadz v lepsim ¢ase bychom nemuseli zvladnout ani vSechna feSeni vypsat
(kazdé z variant muize byt feSenim délky O(w)). VSimnéte si, Ze ¢asova slozi-
tost hledani (poéitana samoziejmé od zacatku do konce pro primérny pripad)
vibec nezavisi na N.

Nasledujici vzorovy program postupuje pfesné dle popsaného algoritmu,
pricemz obsah kazdé ptrihradky uchovéava jako spojovy seznam. Zbytek by jiz
mél byt zrejmy.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <string.h>

int N; /* Pocet slov */
struct slovo { /#* Jedno slovo */

struct slovo *xnext;
char text[1];

)

struct slovo *xp; /* Piihradky (pointery na prvni slova v nich) */
unsigned int f (unsigned char *z) /* Rozdélovaci funkce */
{

unsigned int z = strlen (z);
while (xz)

z = z%259309 + *z++;
return z % N;

}
void cti_slovnik (void)
{
int i, h;
char z[256];
struct slovo xs;
scanf (“%d\n”, &N); /* Pocet slov */

p = calloc (sizeof (struct slovo %), N); /* Alokujeme pamét */
for (i=0; i<N; i++)

{
gets (z); /* ZaFazujeme dalsi slovo */
s = malloc (sizeof (struct slovo) + strlen (z));
h =f (z);
s—>next = plhl;
p[h] = s;

strepy (s—>text, z);
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}
void test (char *z)

{

struct slovo xs = pl[f (z)];
while (s)

if (Istrcmp (s—>text, z))

puts (z);
return;
}
s = s—>next;
}
}

void dotazy (void)

char z[256], y[256];
int 4, 7, g;
while (gets (z))

g = strlen (z);
for (i=0; i<g; i++)
for (j=‘a’; j<=2"; j++)
if (z[i] !=j)
{

strepy (y, @);
yli] = 7
test (y);
}
for (1=0; i<g; i++)
{
strnepy (y, z, 1);
strepy (y+1i, z+i+1);
test (y);

for (i=0; i<=g; i++)

for (j=‘a’; j<=2"; j++)

strnepy (y, =, 4);
ylil = 4;

/* Otestuje a pFipadné vypiSe slovo */

/* Odpovid4 na dotaz */

/* Sem se vstupem, Sotku! x/

/* Zkousime vymény */

/* Zkousime vypustky */

/* Zkousime vsuvky x/

strepy (y+i+1, z+41);

test (y);
}
puts (“That’s all, folks!”);

}
}

void main (void)
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{
cti_slovnik ();
dotazy ();
9-2-3 Prekla-datel Pavel Machek

Takze co s ufounskymi daty? Podle mne byla tloha docela jednoducha,
ale... Sesla se spousta FeSeni, povétsinou pomalych (384 krok), nékterda do-
konce opravdu pomaléd (512 krokt). Objevily se téz néjaké napady, jak pomoci
ruznych trikd zrychlit vypocet dvakrat, ale to stale jesté neni ono.

Nejlepsi (ndm zndmé) feseni mé 33 krokd. Vyuziva ziejmého faktu, Ze oto-
Cit 2n-bitové Cislo je totéz jako navzajem prohodit obé jeho n-bitové poloviny
a pak kazdou z nich oto¢it zvlast. Nejprve tedy prohodime 2 64-bitové bloky,
pak vzdy 2 sousedni 32-bitové (uvédomte si, Ze to je mozno uéinit najednou pro
obé dvojice blokt! — viz text programu), ..., v poslednim kroku pak sousedni
dvojice bitid. Pro prohazovani sousednich blokt dané velikosti potfebujeme 5
instrukei, v prvnim prohazovani se daji dvé z téchto instrukci usetfit.

a=x < 64
b=x>64
x=alb
a=x < 32
b=1x>32
a = a & OxFFFFFFFFOOO000OOFFFFFFFF00000000
b = b & 0x00000000FFFFFFFFOOO00000FFFFFFFF
x=alb
a=1x<16
b=x>16
a = a & OxFFFFOOOOFFFFOOOOFFFFOOOOFFFF0000
b = b & 0x0O000FFFFOOOOFFFFOOOOFFFFOOOOFFFF
x=alb
a=x<38
b=x>8
a = a & OxFFOOFFOOFFOOFFOOFFOOFFOOFFOOFFOO
b = b & 0xOOFFOOFFOOFFOOFFOOFFOOFFOOFFOOFF
x=alb
a=x<4
b=x>4
a = a & O0xFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFO
b = b & 0xOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOFOF
x=alb
a=x<2
b=x>2
a = a & 0xCCCCCCcccceceececcecceccececcecce
b = b & 0x33333333333333333333333333333333
x=alb
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a=x<1
b=x>1
a=a & OxAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
b = b & 0x555555555555555555556555555555555
y=alb
9-2-4 Nescetni namétové Martin Bélocky & Martin Mares$

Dosla feseni byla velice rtiznorodéa. Zakladni potiz spoc¢ivala v tom, Ze neby-
lo zcela jasné, zda se veskerd data maji Sanci vejit do paméti a zda jsou naméty
Cislovany postupné ¢i ,déravé“. Z toho pak vznikaly nasledujici varianty tlohy
(korektni Feseni libovolné varianty bylo hodnoceno plnym poctem bodi):

e Naméty jsou Cislovany postupné: staci jednoduché pole pocitadel a
zbytek je, doufejme, zcela jasny.
e Naméty nejsou cislovany postupné:

* Data se nevejdou do paméti: nutno pouzit stromy nebo hasho-
vani a tak si zorganizovat pocitadla pro jednotlivé naméty i
pres jejich roztrousenost.

* Data se vejdou do paméti: toto je pravdépodobné jedind kom-
binace, u které vznikne opravdu zajimava situace. Problém se
redukuje na tlohu typu ,mate pole a najdéte v ném hodnotu,
ktera se vyskytuje nejvicekrat.®

Nase vzorové Teseni se bude zabyvat tfeti variantou tlohy a bude jakousi
variaci na klasické téma QuickSort.

Vybereme si v poli libovolnou hodnotu z (pokud mozno nékde ,uprostied*
pokrytého rozsahu hodnot, ale to se nedd snadno zaruéit) a rozdélime vSechny
prvky pole na dvé ¢asti: v jedné (tu soustfedime v oblasti s indexy 1,...,k)
budou prvky z; < z, ve druhé (s indexy k+1, ..., N) pak prvky zbylé (z; > 2).
Jeslize je libovolna ¢ast mensi nez N/2, hledané ¢islo v ni zarucené nemtze
byt. Takto ndm zbyde budto jedna nebo dokonce zadna (v piipadé 2 -z = N)
¢ast ono ¢islo obsahujici a tu mtizeme zpracovat identickym zptisobem, dokud
nezjistime, ze obsahuje jen jediné ¢islo, coz je ¢islo hledané.

Cislo z budeme uréovat v jakémsi ,pfedpriichodu® jako aritmeticky prii-
mér vSech z; a pfi tom jeSté budeme testovat, obsahuje-li pole vice nez jednu
hodnotu. (Samoziejmé by to Slo délat i jinak — napiiklad prostym vybranim
$N/2o)

Casové slozitost (podobné jako u QuickSortu) miize v nejhorsim pifpadé
byt az O(N?), ale tento piipad je velice atypicky. V piipadé primérném se
dostaneme na O(N). Diikaz tohoto tvrzeni zde nebudeme uvadét, jelikoz neni
prilis snadny, uvedeme ovSem ,intuitivni dikaz“, pro¢ by tomu tak mélo byt:
predpokladejme, Ze zvolime hodnotu z tak, ze k bude ,nékde kolem poloviny
velikosti tiseku“ — takto po prvnim priichodu zbude jeden tsek velikosti o kousek
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vétsi nez N/2 a ve druhém priichodu bud ¢islo odhalime nebo rozdélime na dva
useky velikosti = N/4, ¢imz hledani skon¢i s negativnim vysledkem.

int vitez (int *z, int N)
{
int =0, r=N-1;
int m=N/2;
int z;
int ¢, 7, k;
while (r—I >= m)
{
z = 0;
j = ll];
for (i=l; i<=r; i++)
{
z += z[i;
if (ali] 1= j) j = ~1s
}
if (7 >=0)
return j;
z /= r—I+1;
i =1
j=r;
while (i < j)

{

/* Vraci vitéze nebo —1, neni-li x/

/* Levy a pravy okraj zpracovavaného tseku */
/* Mez vyhry */

/* Hodnota, podle niz rozdélujeme */

/* Pomocné proménné */

/* Dokud je jesté Sance */

/* Predpriichod */

/* VSechny stejné = vitéz. =/

/* z je aritmeticky primér */
/* A rozdélujeme. .. x/

while (i <=j && z[i] <= 2)

i+

while (i <=j && z[j] > z)

J==;
if (i <j)

{ k=z[i]; z[i]=zlj]; z[j]=k; }

}
if (j—1 > r—i)
=7
else
I =1
}

return —1;

/* Pokracujeme v&tSim z tsekt x/
/% ... levym %/

/* ... pravym x/

/* Smila. .. */

9-2-5 l!io1992 qOT

Jan Kotas

Ze zadani vyplyvéa, ze mame spocitat ° mod N. Jelikoz je algoritmus velmi
jednoduchy, je tmyslné zapsan hodné formalné.

Budeme postupné pocitat hodnoty d; = (xl mod N)2 =22mod N, dy =

(x2 mod N)2 =z*mod N, .... Kazdou dalsi hodnotu miiZeme vypoéitat z té
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pfedchozi pomoci jednoho ndsobeni (umocnéni na druhou) a jednoho déleni
(operace modulo):

d():{E

dit1 = 22" mod N = (z* mod N)? mod N = d? mod N

Na exponent s se budeme divat jako na cislo zapsané ve dvojové soustaveé:

z
s = E 2181'.
=0

Pro kazdy jednickovy bit s; pfinasobime k vysledku hodnotu d;:

z

2°mod N = z2-1-02% mod N =
= (H szx2> mod N = (H sidi> mod N.
i=0 i=0

Jelikoz plati nasledujici rovnost, bude vysledek pribézné ofezavat operaci mo-
dulo, abychom nepocitali se zbytecné velkymi ¢isly:

(a-b) mod N = ((a mod N) - (b mod N)) mod N.

Pri vypoctu x° mod N podle uvedeného algoritmu spotfebujeme nejvyse
2log, s nasobeni a déleni ¢isel velkych nejvyse N2. Z tabulky ¢asovych slo-
Zitosti uvedené v FfeSeni minulé série plyne, Ze Casové slozitost algoritmu je
O(log slog® N), pamétové naroky algoritmu jsou amérné velikosti vstupu —
O(log s +log N).

Zasifrované ¢islo bylo 77477815185737682598968113863. Cisla 0 a 1 neni
dobré Sifrovat, protoze se Sifrovanim neméni — tvoii tzv. pevny bod.

Vzorové feseni je v Pascalu a pouziva procedury a funkce z minulé série.
Puvodné zde mélo byt také feseni v C++. Ukazalo se ale, Ze je prili§ dlouhé na
to, aby jej bylo mozno otisknout. Zminme se tedy jen o vSeobecné pouzitelnych
myslenkach, které v ném byly pouzity:

e C++ umoznuje definovat operatory i pro uzivatelem definované typy.
Vypocty s velkymi ¢isly je pak mozné zapisovat tak, jak jsme zvykli
— neni je tfeba prekladat na méné prehledné volani funkci.

® Pii vypoctech s velkymi ¢isly je tfeba velmi ¢asto jedno ¢islo priradit
jinému (zkopirovat). (V Pascalu se toto zkopirovani déje neviditelné
jako dusledek pfedani proménné hodnotou.) Je-li tato operace imple-
mentovana jako zkopirovani kusu paméti, coz je pomalé, muiize béh
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programu znac¢né brzdit. Jednim z moznych Feseni tohoto problému
je technika, jez se nazyva pocitani odkazi (reference counting). Ob-
jekt, nazvéme ho BigInt, reprezentujici ¢islo, obsahuje pouze uka-
zatel na objekt BigCore obsahujici jeho hodnotu. U tohoto objektu
je pak kromeé hodnoty ¢isla ulozen také pocet objekt BigInt, které
na néj ukazuji (reference count). P¥i pfifazeni se pouze zvysi pocita-
dlo v BigCore, ktery je pfifazovan, a pak snizi pocitadlo u BigCore
s puvodni hodnotou. Pokud toto pocitadlo doséhne nuly, je objekt
zrusen.

procedure PowMod(var R:TBigInt; A,B,C:TBigInt); { R = A"B mod C }
var E, T: TBiglnt;
I: Integer;
begin
Init(R,1);
for I := 0 to Bites(B)-1 do
begin
if IsBit(B,I) then
begin
Mul(E, R, A);
DivMod(E, C, T);
R := E;
end;
Mul(E, A, A);
DivMod(E, C, T);
A :=E;
end;
end;

9-3-1 Odporné odpory pana Odporného Martin Bélocky

Tento ptfiklad byl zna¢né neprakticky. Jeho feSeni je totiz v samotném
disledku k ni¢emu. Spojovanim resistori vznikaji ¢asto necelocislené vysledky
(raciondlni ¢isla) a ty lze sotva dle zadani zadat na vstupu. Nehledé na to,
ze odpory skutecnych resistorti nejsou presné. Tedy c¢lovek by v praxi spise
chtél sestavit slozeni resistord, které méa velikost odporu v néjakém malém
intervalu kolem pozadované hodnoty (velikost tohoto intervalu charakterizuje
pozadovanou pfesnost). NaSe zadani vSak bylo jiné. Nanestésti slozitost tohoto
problému je natolik velika, ze presny vypocet vysledku zabere tolik casu, ze
uz pro maly podet resistorti (Fadové desitky) se feSeni, v pfipadé Ze zapojeni
neexistuje, nedockame. Pro lidi libujici si v pocitani slozitosti je nasledujici
odstavec.

Pouhé hledani zapojeni ze sériovych kombinaci je NP-tuplny problém —
tlohu je mozno trividlnim polynomialnim pfevodem transformovat na znamy
NP-tplny problém batohu. Z tohoto plyne, Ze zatim nikdo nezna feSeni této
podulohy v polynomialnim case. Nase zapojeni muze vSak navic mit i paralelni
spoje. .. Ptate se tedy jisté, jak se tedy takovéto tlohy v praxi fesi? Inu vézte,
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batohu v ¢ase O(N?), ale ty piesahuji obtiznost naseho seminaie. Mtzete se
o nich dozvédét na nékterych prednaskach na MFF UK.

Algoritmus naseho feSeni je prosty — backtracking, tj. zkouSet vSechny
moznosti a nezkoumat zbyteéné a nesmyslné piipady, (tzv. ofezédvany backtrac-
king. Na zacatku mame k dispozici pouze pole nepouzitych odpori zadanych
velikosti. Z pole vybirame nepouzité odpory a zkouSime je spojovat nejprve
sériové a pak paralelné. Kazdym spojenim oznacime ptvodni 2 odpory za pou-
Zité a novy odpor pridame na konec pole. Poté zavolame rekurzivné algoritmus
znovu. Algoritmus konéi s dalsim rekurzivnim volanim, pokud nalezne v po-
li odpor hledané velikosti. Je-li nalezena velikost navic s doposud nejmensim
poctem resistortl, zapojeni si program zapamatuje. Pokud se projde celé pole
odport a vSechny odpory jsou pouzity, nebo uz nelze dosdhnout vysledného
odporu (soucasné zapojeni se sériovym zapojenim zbylych resistortt ma mensi
odpor nez je zadany vysledny odpor ).

Pokud cely algoritmus skon¢i a zapamatoval si néjakou kombinaci odpori,
pak tato kombinace obsahuje urcité nejmensi pocet resistort — prosly se vsechny
moznosti a zddna nebyla mensi. Vysledné zapojeni se pak vypise ve formé arit-
metického vyrazu, ktery se v priabéhu algoritmu méni dle testovaného zapojeni.
Resistory odpovidaji ¢islim, ‘+’ je sériové zapojeni, ‘*’ je paralelni zapojeni,
ve vyrazu jsou pouzity zavorky. Tedy nas program vlastné hleda vhodné uza-
vorkovani a doplnéni operatord +, * v aritmetickém vyrazu. Najde-li feSeni,
vytiskne ho.

Spravnost je zajiSténa probirdnim vSech moznosti. Kazdé uzavorkovani
vyrazu odpovida jednoznac¢né jednomu zapojeni. Napi. ‘(50+1)*7’ je para-
lelni zapojeni ‘7’ a seriového ‘560,1’. Pro zvySeni rychlosti za¢ind algoritmus
s nejmensim poctem rezistori — spojuje dvojicku. Tu pak spoji s jinym od-
porem. Najde-li prvni feseni, prohlasi jej za mimimalni. DalSich feSeni vyrazu
s vétsim poctem operatori, tj. resistord, si nev§iméa. Nepocita zbytecéné kom-
binace odpori stejné velikosti, které uz se diive vyskytly. Mam-li 3 resistory,
kazdy s odporem 5, je zbytecné po jednom kazdy z nich pfipojovat k jinému
resistoru, dostanu totiz pokazdé stejny vysledek.

Popis programu: Program je natolik dobie komentovan, ze je zbytecné zde
dale néco popisovat. Jen tolik, Ze je napsan v jazyce C a veSkerou préci déla
rekurzivni procedura zapoj.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MaxzOdp 100 /#* Velikost pole na odpory a jejich spojeni x*/
#define MaxzStr 300 /* Maximélni délka zapisu zapojeni */
#define Seriove 0 /* Odpor vznikl sériovym zapojenim x*/
#define Paralelni 1 /# Odpor vznikl paralelnim zapojenim x/
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#define Dan 2

struct Odpor {
float Vel;
char Kolik;
char Pouz;
int Pruni;
int PocR;

int A, B;
char Typ;

b

struct Odpor Odpory[MazOdp];

int Poc;
float Odp;
int MinOdp;

char Zapojeni| MazStr];
int ZapPos;
float MazR;

int Nacti (struct Odpor *Odpory)

{

int ;
int PocVel = 1;
float R = 1;

9-3-1

/* Odpor byl dan =/

/* Udaje o jednom typu resistoru */

/#* Velikost odporu x/

/* Pocet odpori dané velikosti x/

/* Pocet pouzitych resistoru =/

/#* 1. resistor, ktery ma cenu zkouset spojovat x*/

/* Pocet resistori potfebnych k vytvoreni tohoto
odporu */

/* Cisla resistorti, z nichz odpor vznikl x*/

/* Typ zapojeni x*/

/* Odpory, kt. je mozno poskladat =/

/* Pocet odportt */

/#* Cilovy odpor x*/

/* Min. poCet resistorii potfebny k postaveni vysl.
odporu */

/* Textové schéma vysl. zapojeni x*/

/* Pozice v pfedchozim poli =/

/* Max. odpor, ktery je mozno sestavit s/

/* Nadte pocéateéni sadu odpori */

/* Poclet pocatecénich velikosti odport =/
/#* Velikost odporu =/

printf (“Zadévej velikosti odpori resistord, zadavani ukonci nulou...\nOdpor:”);

scanf (“%f”, & (Odpory[0]. Vel));

if (!0dporyl0]. Vel)
return 0;

Odporyl0].Kolik = 1;

Odpory|0].Pouz = 0;

Odpory[0].PocR = 1;

Odpory[0]. Typ = Dan

Odpory|0]. Pr’um = 0;

Odpory[0].A

Odpory[0].B

MazR = Odpory[O].Vel;

while (R)

/* Z&dny odpor nebyl zadan */

/* Nacitej do zadani 0 */

printf (“Odpor :”);
scanf (“%f”, &R);

for (i =0; 1 < PocVel && Odpory[i]. Vel '= R; i++);

if (1 == PocVel)

/* Najdi odpor stejne velikosti */

{ /* Nebyl nalezen? =/
Odpory[PocVel].Vel = R; /% Zalozi novou velikost odporu #/
Odpory[PocVel|.Kolik = 1;
Odpory[PocVel].Pouz = 0;
Odpory[PocVel].PocR = 1;
Odpory[PocVel]. Pruni = 0;
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Odpory[PocVel].A = 0;
Odpory[PocVel].B = 0;
Odpory[PocVel++].Typ = Dan;

else
Odporyli]. Kolik++;  /* Zvysi pocet odport dané velikosti */
MazxR += R;

}

return PocVel — 1;
}
void UlozZapoj (int Od)
/* Ulozeni zapojeni odporu Od */
if (Odpory[Od].Typ == Dan)
{ /* Byl odpor dan? =/
gevt (Odpory[Od]. Vel, 8, &Zapojeni[ZapPos|); [+ Velikost odporu */
for (; Zapojeni|ZapPos]; ZapPos++); /+ Nalezne konec fetézce x/
}
else
{ /* Ulozi zapojeni obou ¢asti — pro jistotu uzavorkuje =/
Zapojeni|ZapPos++] = ‘(’;
UlozZapoj (Odpory[Od].A);
if (Odpory[Od]. Typ == Seriove)
Zapojeni[ZapPos++] = ‘+;
else
Zapojeni[ZapPos++] = ‘*;
UlozZapoj (Odpory[Od].B);
Zapojeni|ZapPos++] = ¢)’;

}
void Zapoj (int Pos)
/* Provede vSechna zapojeni odporu Pos */

int 4; /* Odpor, se kterym se spojim =/
int OPrung; /* Pvodni odpor ke spojeni */
while (Odpory[Pos].Pouz == Odpory[Pos].Kolik)
Pos++; /* 1. nepouzity odpor x*/
if (Odpory[Pos). Vel == Odp && Odpory[Pos|.PocR < MinOdp)
{ /* Dosahl jsem ciloveho odporu pouzitim doposud nejméné resistort =/
ZapPos = 0;

UlozZapoj (Pos); /x Ulozi zapojeni x/
Zapojeni|ZapPos| = ‘\0’;
MinOdp = Odpory[Pos].PocR; /* Uschova novy minimélni pocet =/
}
if (Pos + 1 < Poc)
Zapoj (Pos + 1); /* Jesté dalsi odpor = nejdiive se Pos nezapoji */
Odpory[Pos|.Pouz++;  /* Tento odpor bude pouzit */
Odpory[Poc++].A = Pos;  /* Novy odpor vznikne z tohoto a jiného */
OPruni = Odpory[Pos].Prvni; [/ Pouhé uchovani pro pozdéjsi obnoveni */
for (i = Odpory[Pos].Pruni; i < Poc — 1; i++)
/* Najdi vSechny odpory, s nimiz lze Pos spojit */
if (Odporyli].Pouz < Odpory[i]. Kolik &&
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(i >= Pos || (1 < Odpory[Pos].A && i < Odpory[Pos|.B)))

Odpory[Pos].Pruni = i + 1;
/* S odporem dané velikosti jsem uz prozkousel vSe az do Proni =/
Odporyli]. Pouz++; /+ Odpor pouziji k zapojeni */
Odpory[Poc — 1].Pouz = 0;  /* Novy odpor jesté nepouzit */
Odpory[Poc — 1].Kolik = 1;  /* Vytvoii se pouze jeden odpor x*/
Odpory[Poc — 1].PocR = Odpory[Pos].PocR + Odpory|i].PocR;
/* Potfebny pocet resistori =/
Odpory[Poc — 1].B = i;  /* druhy odpor zapojeni je ¢ */
Odpory[Poc — 1].Typ = Seriove; /+ Typ zapojeni je nejprve sériové */
Odpory[Poc — 1]. Vel = Odpory[Pos]. Vel + Odporyli]. Vel;
/* Vysledny odpor zapojeni x/
Zapoj (Pos); /* Vzhiiru na dalsi odpory, jeste nejsme u cile */
Odpory|[Poc — 1]. Typ = Paralelni;  /* Zkus paralelni zapojeni */
Odpory[Poc — 1]. Vel = Odpory[Pos]. Vel x
Odporyli]. Vel | (Odpory[Pos]. Vel + Odporyli]. Vel);
MazR = MazR — Odpory[Pos|. Vel — Odporyli]. Vel + Odpory[Poc — 1]. Vel;
/* Max. odpor, kterého jesté lze dosdhnout =/
if (MazR >= Odp)
Zapoj (Pos); /* Je-li Sance dosdhnout vysledku, zkousej déle =/
MazR = MazR + Odpory[Pos|. Vel + Odporyli]. Vel — Odpory[Poc — 1]. Vel;
/* Obnov MazR =/

Odporyli].Pouz——; /% Odpor uz nebude potieba x*/
}
Odpory[Pos|.Pouz——;  /* Tento odpor nebude v zapojeni */
Poc——; /* Vytvafeny odpor uz byl vSude v kombinaci vyzkousen =/
Odpory[Pos].Pruni = OPrvni; [/ Obnov ptvodniho prvniho x*/
}
int main (void)
{
Poc = Nacti (Odpory);
printf (“Cilovy odpor:”);
scanf (“%f’, & Odp);
MinOdp = MazOdp;
Zapoj (0);
if (MinOdp < MazOdp)
printf (“Zapojeni: %s\n”, Zapojeni);
else
printf (“Zapojeni neexistuje. \n”);
return 0;
}
9-3-2 Cosi prohnilého? Robert Samal

Veétsina castnikt Fesila tlohu tak, ze postupné zkusili smazat kazdou hra-
nu a poté otestovat, zda se kralovstvi rozpadne. Tento primocary pfistup nevede
k prilis rychlému algoritmu, ale budiz. Horsi je vSak to, jak néktefi realizovali
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test souvislosti; misto optimélnich O(c) (¢ je pocet hran) napsali test v ¢ase
O(c-m) (m znadi pofet mést), par experti dokonce v exponencialnim case!

Ti zkuSenéjsi vyse uvedeny trividlni postup vylepsili: kdyz zjistim, Ze se po
vymazani silnice kralovstvi nerozpadlo, tak jsem zaroven nasel néjaky cyklus
silnic. Zadna ze silnic na cyklu neni kritick4, nebudu ji proto uz zkoumat.
Nékolik svétlych vyjimek pouzilo algoritmus s optiméalni rychlosti. . .

A nyni uz k vlastnimu FeSeni. Je snadné si uvédomit, ze kritické silni-
ce (tzv. mosty, Fe¢eno terminologii teorie grafii) jsou pfesné ty, které nejsou
soucasti zadného cyklu. Jde tedy o to, jak efektivné poznat, které hrany jsou
soucasti néjakého cyklu. Graf budeme rekurzivné prochézet, ptijde o upravené
prochézeni do hloubky (upravené proto, Ze v klasickém piipadé neprochdzime
obecny graf, nybrz strom). Pfi prochdzeni vrcholy pribézné éislujeme (¢isly 1,
2, ...), ¢islo vrcholu u zna¢me p,. Kli¢em k feSeni je névratova hodnota funkce
h(l,u), kterd realizuje prohledavani (u je aktudlni vrchol, I jeho pfedchtdce —
vrchol, ze kterého jsme se do u dostali). Jedna se o nejmensi éislo vrcholu, na
néz narazime pii prochazeni grafu na hlubsi tirovni nez je w. Cili je to mini-
mum z ¢isel uz projitych sousedii, nepocitaje v to souseda [ (na tyto vrcholy
narazime ihned) a z névratovych hodnot rekurzivniho vyvoldni funkce h(u, w)
pro vSechny w — dosud neprojité sousedy wu.

Pokud jste tento popis vst¥ebali, tak zbyva jen nahlédnout (a dokazat!), ze
hrana (u,w) je soucasti néjakého cyklu pravé tehdy, kdyz pii zavolani h(u, w)
z vrcholu u dostaneme ¢islo < p,. Obchazime-li totiz néjaky takovy cyklus
smérem u — w — u, pak jednou (nejpozdéji v poslednim kroku) narazime na
vrchol s ¢islem < p,,.

Naopak, necht pii prochazeni pod vrcholem w narazime na vrchol v takovy,
7e py < py. To ovSem znamend, Ze mezi v a v vede cesta (zde vyuZijeme toho,
ze rekurzivné nezkoumame prechidce, tj. vrchol [. Jinak bychom mohli dostat
cestu u — | — u) tvaru u — w — pripadné dalsi vrcholy s ¢islem > p, — v
(na v jsme narazili pod vrcholem w) a také cesta pouZivajici vrcholy s ¢isly
< p. (pfi prochézeni grafu jsme nékdy byli ve v, pak jsme (souvisle) pfesli
do u, a teprve pak jsme zacali pouzivat ¢isla vétsi nez p, ). Mdme tedy cyklus
obsahujici hranu (u, w).

TakZe z vrcholu u zavolame rekurzivné funkci postupné na vSechny dosud
neprojité sousedy w a je-li nadvratova hodnota pfili§ vysokd, tak hranu (u, w)
vypiseme, je totiz kriticka.

Jesté kratce k programu. Graf (mésto) je reprezentovan tak, Ze pro kazdy
vrchol méme uloZzen seznam sousedt (v poli sou) a jejich pocet (v poli st,
jakozto stupen). Zbytek by mél byt jasny.

A jaka ze je sloZitost algoritmu? Kazdou hranu zkoumdame dvakrat (z obou
na ni lezicich vrchold), na kazdé mésto poustime jednou funkci hledej(...).
Cili ¢asova slozitost je O(c + m).
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#include <stdio.h>

#define MV 30 /* Maximélni pocet vrcholit */
#define ME 450 /* Maximalni pocet hran =/
int st[MV]; /* Stupen vrcholu =/
int sou[MV][MV]; /* Seznam sousedt */
int p[MVT; /* Pofadi pfi prochazeni =/
int v; /* Skuteény pocet vrcholii */
int poc=0; /* Pocitadlo pro ¢islovani =/
int hledej (int I, int u) /* Zde se hledaji mosty... %/
{

int 7, w, pom, r;

r = plu] = ++poc; /* Ocislujeme vrchol */

for (i=0; i<st[ul]; i++) /* A zkoumame sousedy. .. %/

if (Iplw=soulu][i]]) { /* Ve w jsme je$té nebyli */

pom = hledej (u, w);
if (pom > plu]) printf (“(%d, %d)\n”, u, w);
/* Most */
else if (pom < r) r = pom; /* Mensi? x/
} else if (plw] < r && w !=1)

r = plw]; /* Mensi? =/
return r;
}
int main (void)
{
int 4, 7;
scanf (“%d”, &wv);
while (scanf (“L(%d, %d)”, &i, &j), i|]J){
sould][st[i]++] = j; sou[j][st[j]++] = 4
hledej (v, 0);
return 0;
}
9-3-3 Mikroassembler Martin Mares

Tato tloha byla mirné neobvykla v tom, ze vlastné ani neslo o vymysleni
néjakych algoritmu, ale pouze o diukazy, ze néco je ¢i neni mozné. Samoziejmé
dtkaz existence je mozno (ale nikoliv nutno) provést konstrukei hledaného ob-
jektu (coz se v tomto vzorovém Feseni ostatné ¢ini), le¢ diikaz neexistence musi
byt ponékud peclivéjsi a lépe rozmysleny, aby se v ném neptedpokladaly véci,
které nemusi byt pravda (béZnou chybou napt. bylo tvrdit, Ze ,instrukce JEQ
je nepostradatelna, protoze bez ni by nesly implementovat cykly“ bez jediného
slova o tom, pro¢ se pFislusné programy nedaji pfevést na jiné bez cykla).

Nejprve zkusime dokézat, bez kterych instrukci se zarucené obejit nelze:
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e JEQ — jisté uznate, Ze na puvodnim pu; existuji jak konecné, tak neko-
nec¢né programy. Ty nekonecné obsahuji nekone¢ny cyklus, ty kone¢né
musi dle definice konc¢it skokem pfed zaCatek programu. A na obo-
ji potfebujeme pravé tuto instrukci, jelikoz bez ni skdkati nemozno.
[I kdybychom odhlédli od téchto omezeni, bez instrukce skoku by
kazdy program mohl davat jako vystupy pouze konstanty a vstupni
data zvySena ¢i snizend o konstantu — dumejte podrobnéji, proé. . .|

® INC — Mé&jme program, ktery nema zadné vstupy a pouze jediny vy-
stup: hodnotu 1 uloZenou na adrese 1. Necht je navic na zacatku vy-
poctu celd pamét vynulovand (my sice o poc¢ateénim obsahu paméti
dle definice nic nevime, ale pravé proto musi nas program fungovat
i za této situace). Pak ovSem neexistuje zadna posloupnost instrukci
DEC a CLR, kterd by nam mohla kyzenou jednicku vygenerovat, po-
névadz obé z nuly udélaji opét nulu (zndmé pravidlo ,,Nula od nuly
pojde“) a to, Ze se mezi tim jesté nékam skdde, na véci zarucené nic
nezmeéni.

® DEC a CLR soucasné — z analogickych divodt by nebylo mozno vy-
generovat nulu, byla-li by pfislu$nd buiitka nenulové (pro zménu nenf
moznost hodnotu snizit).

Instrukci DEC samotnou lze ovSem nahradit velice snadno instrukcemi ostat-
nimi: Pouzijeme dvé pomocné pamétové buiiky oznacené o a [ (takové jisté
mame k dispozici, protoze kazdy kone¢ny program miize pouzit pouze konecné
mnoho pamétovych bunék, zatimco pamét jako takova je nekonecéné velkd) a
DEC ¢ provedeme takto:

CLR « a=0

CLR (8 B8 =0 (vysledek)

JEQ a,p,5 ¢ = 0 = Hotovo

INC « Udrzujeme a =+ 1

JEQ «,p,3 ¢ =0+ 1= Vysledek je 3
INC 8 Zkousime novou hodnotu /3
JEQ a,,-3 Znovu test rovnosti. . .

CLR ¢ A ted kopirujeme [ zpét do ¢
JEQ G,p,3 Hotovo?

INC ¢ Ne, zvysime

JMP p,p,—2 A znovu test. . .

Strucné: hledame vysledek operace tak, ze za¢neme nulou a postupné pric¢itame
jednicku, dokud nezjistime, ze zkoumané c¢islo zvysené o jedna je rovno ¢islu
pivodnimu. Jelikoz vSechna ¢isla jsou konecna, musime v kone¢ném case dojit

k cili.
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Instrukei CLR je nutno nahrazovat mirné sofistikovanéj$im zptisobem: ne-
mizeme totiz snizovat néjakou proménnou tak dlouho, dokud se nestane nulou,
jelikoz nemdme zptusob, jak bychom to zjistili, nevime-li o ostatnich paméto-
vych mistech viibec nic. Vezmeme si tedy dvé buiiky paméti (cilovou buitku ¢
a pomocnou buitku «) a zafidime, aby obsahovaly riizné hodnoty (pokud jsou
hodnoty ndhodou stejné, prosté jednu zvysime o jedna). Nyni v kazdém kroku
obé snizime a dle definice instrukce DEC budou nadéale rizné, pokud ovSem ne-
vyjdou obé 0 (k tomuto opét po né&jaké dobé dojit musi, protoze vSechna ¢isla
byla kone¢nd!). Tedy takto:

INC « Trik. ..
JEQ a,p,—1 Nyni a # ¢
JEQ a,p,4 Jiz hotovo (o = ¢ = 0)
DEC « Obé snizime o 1
DEC ¢
JMP a,o,-3 A zkousSime znovu. ..
9-3-4 Komplikator Robert Spalek

Nejdiive ddme dohromady néco podprogramki pro jednotlivé zakladni ope-
race. Tyto programky nejsou nikterak tézké, pfesto v nich bylo snadné nadélat
spousty chyb — nejbéznéjsi chybou bylo zniceni obsahu zdrojovych operandu
po vypoctu (pokud byla nékterd proménna pouzita ve vyrazu vicekrat, pouze
poprvé méla spravnou hodnotu). Nékteri si to uvédomili, a tak po kazdém vypo-
¢tu jeji hodnotu obnovili. Neni ale jednodussi ji vibec neznic¢it? Zde pouzivame
0-2 pomocné proménné slouzici jako pocitadla, takze vstupnich proménnych
se viibec nemusime dotknout.

* / < X — Pritazeni X do Z se lehce provede postupnou inkrementaci
X a testovanim rovnosti se Z, ¢asova slozitost je 3X + 2, pamétova
slozitost je 0. Prvni sloupec vypisu obsahuje instrukce, druhy operandy,
tfeti pocet provedeni a ¢tvrty pripadné komentare. . .

CLR Z 1 vynuluj
JEQ Z,X,3 X +1 konec
INC Z X

JEQ X,X,-2 X x-krat inkrementuj

x 7 «— X +Y — Se¢teni ¢isel X + Y vypocitdme pritazenim X do Z
a prifazenim Y do T s prubéznou inkrementaci Z, ¢asova slozitost je
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3X +4Y + 4, pamétova slozitost je 1.

CLR Z 1 vynuluj

JEQ Z,X,3 X +1 konec pfifazeni

INC Z X

JEQ X,X,-2 X X-krat inkrementuj
CLR T 1 vynuluj

JEQ T,Y,4 Y +1 konec pfi¢itani

INC T Y

INC Z Y

JEQ X,X,-3 Y Y-krat inkrementuj

x 7 «— X —Y — Odecteni ¢isel X —Y se od secteni lisi v jediném piikazu
v druhém cyklu — proménna Z se neinkrementuje, ale dekrementuje.
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9-3-4

* Z «— X xY — Nasobeni X %Y implementujeme jako Y-nasobné pficteni
éisla X, ¢asové slozitost je 34+ 5X + 4XY, pamétova slozitost je 2.

CLR Z 1
CLR T} 1

JEQ T1,X,8 X +1
ING T} X
CLR T X
JEQ Tp,Y,4 X-(Y +1)
INC T Xy
INC Z XY
JEQ Z,Z,-3 XY
JEQ Z,Z,-7 X

nuluj celek
0 pocet pricteni Y
konec

0 pocet pficteni 1

konec pri¢itani

Y-krat zvys o 1
X-krat pricti

* 7 «— X/Y —Piidéleni X/Y budeme porad zkouSet pfic¢itat Y k pomoc-
né proménné 77, dokud nedostaneme ¢islo X . Za kazdé tispésné pricténi
Y inkrementujeme Z. Casov4 sloZitost je 6 + 4| X/Y | + 5X, pamétova
slozitost je 2. U po¢ti provedeni instrukei v znaéi | X/Y].

CLR Z 1
JEQ Z,Y,-2 1
CLR T} 1
CLR T2 ’y—f—l
JEQ T5,Y,5 ~+1+X
JEQ 1%,X,6 X+1
INC T} X
INC Ty X
JEQ Z,Z,-4 X
INC Z v
JEQ Z,Z,-7 ~

nuluj pocitadlo
déleni nulou?
pomocny soucet
diléi soucet
povedlo se pricist
uz jsme na konci

pricitame ¢islo Y
zvysime pocitadlo
zkusime zase pricist

* 7 — X%Y — Zbytek po déleni X%Y urcime nejlépe tak, ze budeme
zvySovat pomocnou proménnou 7' az do X. Mezitim budeme zvySovat
i vysledny zbytek Z, ktery vsak pfi kazdém dosazeni Y vynulujeme.
Casova slozitost je 5 + 2| X/Y | + 5X, pamétova slozitost je 1 (opét

v=|X/Y]).

CLR T 1
JEQ Y,T,-2 1
CLR Z 1+~
JEQ Z,Y,-1 1+~vy+X
JEQ T,X,4 X +1
INC T X
INC Z X
JEQ Z,Z,-4 X

pocitadlo
déleni nulou?

vynuluj zbytek
uZ jsme na konci
zvy$ obé pocitadla
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Konvertor aritmetickych vyrazu:
Tento problém se da feSit raznymi pristupy. Kazdy z nich se ve vaSich
feSeni aspon jednou vyskytl. Pfistupy jsou sefazeny podle elegance feseni:

1. Nejméné elegantni je nalezeni podvyrazu, ktery muzeme vyhodnotit,
vypsani assemblerovského programku a nahrazeni starého podvyrazu
v Tetézci nové prifazenou pomocnou proménnou. Toto provadime, do-
kud neni v Fetézci pouze 1 proménna (a to vysledek). Je nasnadsé, ze
zcela zbytecné mnohokrat modifikujeme vstupni retézec.

2. O néco hezéi je pouziti rekurzivni procedury, kterd prochézi Fetézec

zleva doprava. Narazi-li na levou zavorku ‘ (’, pak se zavola pro prislusny
podvyraz a vrati ¢islo proménné, ve které je ulozen podvysledek. Diky
této abstrakci muzeme predstirat, ze dostaneme vyraz sloZzeny pouze
z proménnych a operaci 2 priorit.
V dalsi fazi projdeme tento abstraktni fetézec zleva doprava a rozdélime
si jej na skupinky s operacemi ‘*’, /7, ‘%’ které jsou pospojovany ope-
racemi ‘+’, ‘=’. Pak muzeme pomoci zasobnikovu vyhodnotit vsechny
operace.

3. Nejobecnéjsim a asi nejelegantnéjsim je algoritmus RPN (Reverse Po-
lish Notation), ktery se d4 modifikovat pro libovolné pfifazeni priorit
jednotlivym operacim, pro vyhodnocovani zleva i zprava, pro pouziti
undrnich funkei a jiné speciality (Gtéte: zvrhlosti).

Aritmeticky vyraz budeme ¢ist v jednom prichodu zleva doprava, pii vy-
poc¢tu budeme pouzivat dva oddélené zasobniky: jeden pro operandy a druhy
pro operatory. Nacteme-li operand (proménnou), neudéldme nic nez Ze ji ulozi-
me na vrchol zasobniku. Tam bude ¢ekat na vyhodnoceni. Pod ni bude ulozena
bud ve vyrazu predchéazejici proménnd nebo néjaky mezivysledek vlevo od této
promeénné.

Nacteme-li naopak operator, umistime jej na vrchol zasobniku operatora.
Pak vsak porovname jeho prioritu s prioritou pfedchoziho operatoru. Je-li vyssi
(napt. ‘¥’ pfed ‘+’), pak jej musime vyhodnotit pfed novym operatorem (v zé-
sobniku operandil pak uz nebude vstupni proménné, ale vysledek podvyrazu
s vy$$i prioritou — diky tomu se ndm to samo rozdéli na prioritni podvyjrazy).
Takto se pokusime vyhodnocovat predchozi operatory tak dlouho, dokud bude
jejich priorita vysSsi nez priorita nova. Po téchto operacich se ndAm mnoho ce-
kajicich operatort vyhodnoti, mezivysledky se v paméti zkombinuji a ztustane
nam tam mezivysledek novy.

Vyhodnoceni aritmetické operace se provede vybranim dvou operandt z vr-
cholu zasobniku, vypoc¢tem operace a ulozenim mezivysledku.

Nyni je potFeba doresit technické detaily: zavorky a konec fetézce. Konec
Fetézce miZeme povaZovat za operaci s nejnizsi prioritou vibec (takze odstra-
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ni ze zdsobniku Gplné vSechno), kterd vSak neni bindrni, ale unirni (pfevezme
vysledek a preda jej). Pii vyskytu levé zavorky nesmime nic pfedbézné vyhod-
notit. Musime pockat az na odpovidajici pravou zavorku, vyhodnotit vSe mezi
nimi a teprve pak predchozi operace. Nejjednodussi je povazovat levou zavorku
‘(’ za operaci s nejvyssi prioritou vitbec (takze se pfed ni nic nevyhodnoti) a
pravou zévorku ¢)’ za operaci s velmi nizkou prioritou (takze se vyhodnoti vse
az k levé zévorce).

Zde musime ale udélat jednu vyjimku: aby se vyhodnocovani zastavilo
na levé zavorce a nepokracovalo dal na predchozi operace, musime u levé zavor-
ky na zasobniku nastavit velmi nizkou prioritu. Tyto dva protichiidné pozadav-
ky na levou zavorku splnime tak, ze operator mé dvé priority: prvni v okamziku
porovnavani s predchozimi operatory na zasobniku a druhou pro ulozeni vlastni
priority na zasobnik. U vSech ostatnich operatori budou tyto priority stejné, le-
daze bychom chtéli, aby se néktery vyhodnocoval zprava doleva (vhodné napt.
pro umociiovani). Pak bude jedna z nich o jednicku vyssi (ktera?).

Dalsi tohoto vyhodnocovani se da snadno zahrnout kontrola vyrazu (pomo-
ci jedné stavové proménné udavajici, jaky objekt je zrovna ocekavan). V pro-
gramu pouzijeme vstupni funkci, kterd ndm misto jednotlivych znakd bude
pfimo vracet tokeny, tj. nejmensi rozpoznatelné lexikalni objekty (proménné,
operatory, zavorky).

V zéasobniku operandi budou uloZena ¢isla proménnych. Pfi nacteni vstup-
ni proménné se tam jenom ulozi ¢islo 1-26, pri spocitani mezivysledku se tam
ulozi index na zaruc¢ené novou proménnou. Je mozno implementovat hezky me-
mory management, my si vystacime se stale se zvySujicim ¢islem prvni volné
proménné (pak budou v paméti diry), protoZe mame k dispozici libovolné vel-
kou pamét. Obecné by pamétova slozitost zdvisela na hloubce vnoteni daného
vyrazu, které je vSak také linearni.

Casova slozitost je O(n), protoze vyraz projdeme jednou zleva doprava,
konec¢nost je zfejmd, nebof v programu nepouzivame zadné podezielé cykly.
Pamétova slozitost je O(n), nebot hloubka vnofeni vyrazu mtze byt linedrni
s délkou, jako je tomu napt. u vyrazu a + (b+ (¢ + (d+...))).

#include <stdio.h>

#define MAX_OPER 8
#define MAX STACK 30
char ezpr[200]; /* Vyraz =/

typedef struct { /#* Definice operatoru =/
char Name;
char CompPr, StackPr;

} TOperand;

typedef struct { /* Zasobnik operdtortt */
char Num, Pr;
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} T1Stack;
TOperand DefOp[MAX OPER] = {
{0, 0, 0},
{‘(’7 57 1}’
. 2, 2h
{‘*’7 47 4}’
{7, 4, 4},
{%, 4, 4},
{4+, 3, 3},
{‘_,7 3, 3} }?

char *PgmOp|[8] = {

/* Konec Fetézce =/

/* Zékladni operace */

1996/97

/* VSe se kopiruje na vystup, jen proménné ‘xyz’ se nahradi patriénymi &isly
proménnych, a ‘4’ adresou skoku pied program. */

731

, /%0 %/
“jeq 0,0,#\n”, /* Konec */
“clr z\njeq z,x,3\ninc z\njeq x,x,—2\n”, [x — =/
“clr z\nclr 27\njeq 27,x,8\ninc 27\nclr 28\njeq 28,y,4\n”
“inc 28\ninc z\njeq z,z,—3\njeq z,z,—7\n”, /% x x/
“clr z\njeq z,y,#\nclr 27\nclr 28\njeq 28,y,5\njeq 27,x,6\ninc 27\n”
“inc 28\njeq z,z,—4\ninc z\njeq z,z,—7\n”, /x/ x/
“clr 27\njeq y,27,# \nclr z\njeq z,y,—1\njeq 27,x,4\ninc 27\ninc z\n”
“jeq Z,Z,*4\1’1”, /* % */
“clr z\njeq z,x,3\ninc z\njeq x,x,—2\n” /x+ x/
“clr 27\njeq 27,y,4\ninc 27\ninc z\njeq x,x,—3\n",
“clr z\njeq z,x,3\ninc z\njeq x,x,—2\n” /x - %/
“clr 27\njeq 27,y,4\ninc 27\ndec z\njeq x,x,—3\n” };
T1Stack Oper|[MAX_STACK];
int Var[MAX STACK];
int OperCnt, VarCnit;
/* Proménné: 0=vysledek, 1-26=vstupy, 27-28=pomocné, 29—. .. =mezivysledky =/
int lex (int *idz, int xwhat)
{ /* Typ symbolu, index do fetézce, ¢islo symbolu */
char a;
for (; ;) {

a=expr| (xidz)++];

/* Nacti dalsi znak */

if (a>=‘2’&& a<=2") { /+ Operand =/

(xwhat)=a—‘a’+1;

return 1;
} else {

int ¢;
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for (i=0; i< MAX_.OPER; i++)
if (a==DefOp[i].Name) {
(xwhat)=t;
return 0;

}

if (a!="&& al=\t") {

printf (“Unknown symbol %c\n”

exit (1);

, a);

/% Pfesko¢ mezery =/
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}

void output (srcl, src2, dest, oper, instr)
int srcl1, src2, dest, oper;

int *instr;

{ /* VypiSe kéd odpovidajici aritmetické operaci tohoto druhu x*/
int idz=0;
char a;

while (a=PgmOp|oper|[idz++]) /* VSechny znaky =/
switch (a) {

case ‘#’: /* Chybovy skok ptfed program =/
printf (“%d”, —xinstr—1);
break;
case ‘x: /* Substituce proménnych =/
printf (“%d”, srel);
break;
case ‘y’:
printf (“%d”, src2);
break;
case ‘z’:
printf (“%d”, dest);
break;
case ‘\n”: /* Konec fadku zvysuje */
(xinstr)++;  /x pocitadlo instrukei =/
default:

printf (“%c”, a);

}
void compile (void)

{
int idz=0; /* Cteci index */
int type, what, free=29, instr=0;
OperCnt= VarCnt=0;

do {
type=lex (&idz, &what); /+ Nadti token =/
if (type) /* Proménna =/
Var| VarCnt++]=what;
else { /* Operace */

while (OperCnt>0 &&
DefOp[what]. CompPr<=Oper[OperCnt—1].Pr) {
output (Var[VarCnt—2], Var[VarCnt—1],
free, Oper|OperCnt—1]. Num, &instr);
Var[—— VarCnt—1]=free++;

OperCnt——;
/* Vyhodnot vyssi priority */
if (what==2) /* Odstranit ‘C %/
OperCnt——;
else if (what) { /* Na zasobnik krom& EOLN x/

Oper|[OperCnt]. Num=what;
Oper|OperCnt++].Pr=DefOp|[what].StackPr;
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}
} while (type || what); /* Konec na konec fetézce x*/
output (Var[0], 0, 0, 2, &instr); /+ Prirad zasobnik do 0 =/
output (0, 0, 0, 1, &instr); /* Sko¢ pred program */
}
int main (void)
{ printf (“Enter an expression:”);
gets (expr);
compile ();
return 0;
}

1996/97

9-3-5 l!d91992 qOT

Jan Kotas

Ozna¢me M = (p—1) - (¢ — 1). Ze zadani vyplyva, Zze mame Fesit rovnici

(t-s)mod M =1,
ktera se da prevést na klasickou diofantovskou rovnici

axr + by = 1.

Uvazujme Euklidiv algoritmus ve varianté, kterda pro dana a,b nejen vy-
pocita jejich nejvétsiho spoleéného délitele D(a, b), ale také poskytne konstruk-
tivni dukaz, ze D(a,b) je linedrni kombinaci ¢isel a a b. (V nasem piipadé je

D(a,b) = D(s, M) = 1.)

procedure Euclid(a,b:integer; var d,x,y:integer);
var di,x1,yl:integer;
begin
d :=a; x :=1; y := 0; dl := b;
x1 :=0; y1 :=1;
repeat
if d > d1 then begin
x :=x - x1 * (d div d1);
y =y -yl * (d div d1);
d := d mod di;
end else begin
x1 :=x1 - x * (d1 div d);
yl =yl -y * (dl div d);
dl := dl mod d;
end;
until (d = 0) or (d1 = 0);

if d = 0 then begin
d :=di;
X := x1;
y =yl
end;
end;
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Dokazeme, ze béhem vypoctu dvojice Cisel a,b a d, d; maji tytéz spolecné
délitele, a navic d = ax + by a di = axy + by;. Pfed vstupem do cyklu toto
tvrzeni ziejmé plati. Ukazeme, ze prichodem cyklem se jeho platnost nezméni.
Uvazujme pfipad d > d;, pro opacnou situaci je ivaha analogicka.

Oznacime v = D(d,dy), pak d =u-«a, dy =u -, D(o,3) =1 a D(d mod
dy,d1) = D((u-a)mod (u- B),u-B) = D(u-a)— (u-f) - ((u-a)mod (u -
B)),(w-B)) =u-D(a—g-((u-a)mod (u-f)),5) = u.

Druhd podminka se také zachovava: a - (x —z1 - (d div dy)) +b- (y — y1 -
(ddiv dy)) = ax + by — (ax1 +by1) - (d div dy) =d—dy - (d div dy) = d mod dj.

Po ukonéeni cyklu tedy bude D(a,b) = D(d,d1) = D(d,0) = d resp.
D(a,b) = D(0,dy) = ds.

Casova slozitost algoritmu je stejna jako u algoritmu Euklidova — to jest
O(log a + logb) prichodi cyklem. (Je mozné pomérné snadno dokdzat, napt.
pouzitim Fibonacciho ¢isel, ze kazdymi dvéma prichody cyklem se d zmensi
alespoii dvakrat).

Uvedenym algoritmem vypocteme celociselné feseni rovnice ax + by =
D(a,b). Pro nalezeni 0 < ¢t < M musime jesté vysledek znormalizovat podle
modulu. Pfi normalizaci mZeme vyuZit snadno dokazatelného faktu, ze |z| < b,
resp. |y| < a.

Se zapoc¢itanim casovych slozitosti operaci s Cisly je Casova slozitost algo-
ritmu O(log3 N),kde N =p-q.

Zbyva dodat postup pro Sifrovaci exponent s. Vygenerujeme ndhodné ¢islo
s, 1 < s < M. Dokud neni D(M,s) = 1, inkrementujeme. Tento postup je
zaruc¢ené koneény, protoze D(M, M — 1) = 1. Jelikoz jsou prvoéisla p, ¢ velka,
je M sudé, a tedy se muzeme omezit na s > 2 a hledani provadét s krokem 2.

Odvozeni dobrého odhadu ¢asové slozitosti hledani s by vyzadovalo hlubsi
poznatky z teorie ¢isel. (Intuitivné je vidét, Ze s najdeme vétSinou velmi rychle.)

Procedura pro vypocet kli¢i pro algoritmus RSA podita s ¢isly typu In-
teger. Pfevedeni na pocitani s velkymi ¢isly je pouze technickou zaleZitosti.
Testovani soudélnosti M a s probiha spole¢né s generovanim t.

procedure RSAKey(P,Q:Integer; var S,T:Integer);
var M,D,X,Y: Integer;
begin
M = (P-1)*(Q-1);
S := 3 + 2*Random(M div 2 - 1);
repeat
Euclid(S,M,D,X,Y);
if D=1 then break;
inc(S,2);
until false;
if X<O0 then T:=M+X;
end;
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9-4-1 Cor Sair strikes back Pavel Machek & Martin Mares

Zac¢neme Uvahami o nutném poctu vazeni: Urcité€ potiebujeme aspon 3
véazeni (protoze ve 2 vaZenich mliZe nastat pouze 9 riiznych vysledki a kouli je
12). 3 vazeni nam ovSem stac¢i (dokdzeme piikladem).

Nejprve si oznacime baliky pismenky. (MuZeme pouzit 12 stétnich agenti,
kazdy si bude pamatovat jeden balik a pismeno k nému pfifazené, nebo je
nahradime propisovaci tuzkou a napiSeme ¢islo pfimo na balik — ale pozor na
Agentskou odborovou organizaci.) [Michal Sida]

Tuénymi pismeny budeme oznacovat baliky, o kterych vime, Zze mohou byt
normalni nebo t&z8i (zbyla-1i jedina takova, je jisté t8781), kurzivou pak normélni
¢ leh¢i, KAPITALKAMI zaruc¢ené normaélni baliky a latinkou pak baliky dosud
zahalené tajemstvim.

Pfi prvnim véazeni pouzijeme abcd — efgh [ijk]] (levd miska — pravd mis-
ka [zbytek]). V pfipadé, Ze je leva miska té7si, vime, Ze situace vypada tak-
to: abedefghlJKL, pro pravou tézsi analogicky abcdefghlIKL, pro obé stejné
ABCDEFGHijKkI.

Nyni pro prvni (analogicky i pro druhy) pfipad: vdzime aef — bgh [cdIIKL].
Leva miska téz81 = dostaneme aBCDEFghIJKL, prava téz81 = AbCDef GHIJKL,
obé€ stejné = ABCAEFGHIJKL.

A pro pfipad tfeti: vazime ij — Ak [BCDEFGH]I]. Lev4 t&z81 = ABCDEFGHIjAL,
prava = ABCDEFGH#KL, obé stejné = ABCDEFGHIJKI.

Vsechny zbyvajici situace jsou vzdy typu abe, abc ¢i ab, pfipadné a, které
je vSechny mozno trividlné rozhodnout jedingym véZenim (v poslednim piipadé
doplnime na druhou misku zaruéené norméalni kouli). TudiZ tfetim vaZenim se
vzdy dozvime, ktery balik je jiny a dokonce i jak je jiny.

Pokud jste dodrzeli postup a nevyskytly se uré¢ité nevhodné okolnosti (napf.
vahy proménujici vSechny zasilky v dyné nebo vysoka hustota tajnych agentt
kvétinafské spolecnosti Brambotik Ibisek Slunecnice), tak jste provedli zakéz-
ku za pouziti 3 vaZeni, takze si toho vS§imlo minimalni mnozstvi lidi (jen cca
99,99%) a vy jste se stal nejslavnéjsim a nejbohatsim vazic¢em vSech dob a zil
jste Stastné az do smrti. (Coz bylo ostatné asi 2 dny, protoze tajna sluzba ne-
rada nechavd informace o své samoziejmé legalni ¢innosti.) [opét dle Michala

Sidy]

9-4-2 Green Bit Problem Martin Mares

Ve svétle vzorového Feseni predchozi ufounské lohy (9-2-3 — Prekla-datel)
jest trik na ,rozlousknuti“ tohoto problému témér ziejmy: opét budeme néco
fesit pro postupné se zvétdujici skupiny velikosti 2°.

Konkrétné se budeme snaZit pro vsechny ¢asti velikosti 2¢ vzdy spoéist,
kolik je ve které ¢asti jedniCkovych bitti, zname-li to jiz pro obé jeji poloviny
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a budeme podle zneuzivat toho, Zze pocet jednicek v k-bitovém cisle se vzdy
do k-bitového ¢isla vejde (jelikoz k < 2F pro kazdé k > 1, kterouzto tivahu
mnozi Fesitelé opomnéli uéiniti).

Pro dvojbitové skupiny to l1ze provést trivialné a dokonce pro vSechny na-
jednou: staci si oznacit a ptvodni ¢islo, v némz jsou na lichych mistech samé
nuly a na sudych mistech pavodni éislice, b ¢islo, v némz jsou na lichjch mis-
tech opét nuly a na sudych mistech ¢islice z onéch lichych mist a pak tato dvé
¢isla seéist. Jelikoz 2 < 22, k prenosu mezi jednotlivymi 2-bitovymi skupinami
nedojde a dostaneme presné to, co jsme chtéli.

Nyni jiz mame 128-bitové ¢islo z rozdélené na skupin velikosti 2%,
kazda z nich jiz obsahuje pocet bitil na pocatku v této skupiné se nachézeji-
cich. Opét zavedeme a obsahujici jen skupiny na sudych mistech a b ptivodni
skupiny z lichych mist pfesunuté na suda mista. A a + b je rozdéleno na 26=%
skupin velikosti 2+, Takto pokra¢ujeme tak dlouho, az ziskdme jednu skupinu
velikosti 27 = 128, coz je hledany vysledek.

277}(}

Program bude vypadat takto (i’ znaéi zopakovat j-krate posloupnost é&islic 7):

a—z>1, a—a&(01)%, b—2&01)%, y—a+b
a—y>2, a—a&(0?1?)32, b—y&(0%1%)32, y«—a+b
a—y>4, a<—a&(0 14)167 b<—y&(0 14)16 y—a+b
G y>8 e aL(0P1P), beyL(OP1), yeath
a—y>16, a— a&(010116)% b<—y&(016116)4, y—a-+b
a—y>32,a—a&(0%132)2 b—y&(032132)2 y—a+b
a—1y>64,b—y&0%41%4, y—a+b.

Ziskavame tak feSeni ve 27 krocich. . .

9-4-3 Hellish Clocks Robert Spalek

Oznacme si p; puvodni nastaveni i-tych hodin, r; jejich pozadované nové
nastaveni, a;; posunuti i-tych hodin pfi zméacknuti j-tého tlacitka a x; pocet
zmacknuti j-tého tlacitka.

Posunuti stejnych hodin po zmacknuti riznych tlacitek se s¢itaji a protoze
je s¢itani komutativni, nezédlezi na poradi stiskti jednotlivych tlacitek, ale pouze
na jejich poétu. Bude platit nésledujici soustava rovnic (je to pouhé rozepsani
pohybu hodin):

(a1171 +a12x2+ ... +a1px, +p1—r1)mod 37 =0
(a2121 +agex2+ ... +agnx, +p2—ro)mod 37 =0

(an121 +anoxa+t .. . +apnen+pn—ry)mod 37 =0,
takze pokud operace ‘+’, ‘=’ a ‘x’ budeme provadét modulo 37, miizeme sou-
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stavu napsat v maticovém tvaru:

a1 a2 ... OQin T1 " — D1
a21 a2 ... Q2n x2 T2 — P2
an1 an2 .o Qpn Tn Tn — Dn

Mnozi fesitelé védéli, ze podobnou soustavu lze v redlnych (resp. raciondlnich)
¢islech fesit Gauflovou elimina¢ni metodou. Méalokdo si v8ak uvédomil, Ze tato
metoda nepozaduje praci pfimo s redlnymi (resp. raciondlnimi) ¢éisly. Pro zdérny
pribéh tohoto algoritmu je nutno, aby dany ¢iselny obor byl télesem, tj. aby
spliioval nékterd zékladni pravidla (komutativita, asociativita, distributivita,
jednotkovy a nulovy prvek) a aby ke kazdému nenulovému éislu existovalo
¢islo inversni.

Lze snadno ukazat, Ze mnozina Z,, zbytkovych tfid po déleni prvocislem p
je télesem. Zakladni vlastnosti, jako je napi. komutativita, lze dokazat snadno,
takze jedinym problémem je existence inversniho prvku. Jak jiz bylo v né€které
z predchozich sérii KSP ukézano, plyne z Malé Fermatovy véty, Ze jsou-li ¢isla
a a p nesoudélna, pak a?~! =1 (mod p), tedy a-a?~2 =1 (mod 37). Po-
névadz a muze byt pouze z mnoziny {0,1,2,...,p— 1}, je nenulové a vidy s p
nesoudélné. Pro kazdé nenulové a tedy mtizeme nadefinovat ¢~ = a?~2 mod p.

Zaveér je ten, ze miuzeme Gaufovu eliminacni metodu pouzit stejnym zpu-
sobem, jako kdybychom pracovali napt. s racionalnimi ¢isly. Pouze musime
zaménit ptivodni aritmetické operace za nové.

GauBova eliminac¢ni metoda se snazi upravit matici na trojihelnikovy tvar,
tj. tvar, ve kterém jsou vSechny koeficienty pod hlavni diagonalou nulové. Toho
dosdhne fadkovymi Gpravami matice (ndsobeni rovnic nenulovym ¢islem, vy-
ména rovnic, secteni rovnic). Snadno ovéfime, Ze tyto Gpravy neméni prostor
vSech FeSeni této soustavy.

Popisme po krocich tento dilezity algoritmus:

1. Provedeme druhy krok postupné pro vsechny sloupce i =1,2,...,n.
2. Nyni jsousloupce 1,2, ...,7—1 v pozadovaném tvaru, chceme upravit
také i-ty sloupec.

a) Je-li a;; # 0, pak miZeme tuto rovnici podélit a;;. Dale pro
vSechna j = i+1,i+2,...,n odecteme a;; ndsobek této rovnice
od j-té rovnice. Tim vynulujeme vSechna ¢isla v sloupci pod a;;.

b) Pokud je a;; = 0, zkusime nalézt takové j € {i+1,i+2,...,n},
ze aj; # 0. Pokud takové j existuje, mizeme prohodit i-tou
a j-tou rovnici, bude splnéna podminka nenulovosti a mtzeme
postupovat podle bodu (a).
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¢) Pokud 7Z4dné takové j nenalezneme, je cely sloupec véetne a;;
nulovy. Pak Zadné tupravy délat nebudeme a skoc¢ime rovnou
na dalsi sloupec. P#i zpétném dosazovani mohou nastanou dvé
moznosti:

* vyjde ndm rovnice typu Oz = 0, pak je feSenim jakékoliv
x, napf. x = 0 (af nemuseji Certi zbyteéné mackat tlacit-
ka),

* nebo nam vyjde 0z = 1, pak nema soustava rovnic Feseni.

3. Soustava je v diagonalnim tvaru, tedy v posledni rovnici se vyskytne
maximalné jedna neznadmd, v predposledni dvé... Rovnice budeme
odzadu ftesit. Pokud bude existovat vice feSeni, zvolime napt. nulu,
pokud nebude existovat zadné, ohlasime, Ze feSeni neexistuje.

Program je primou implementaci uvedeného algoritmu. Jsou k nému pfi-
pojeny komentéare, takze jeho pochopeni by nemélo ¢init potize. Nezbyva nez
jeSté poznamenat, Ze tabulka inversnich ¢isel je predpocitana, aby se urychlil
vypocet.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define PRIME 37

int inverse[PRIME]; /* Pfedpo¢itand inversni ¢isla */
int n;
int **a; /* 0...n — 1 matice, n prava strana, n + 1 feSeni */
void read_data (void) {
int ¢, j;

printf (“How many clocks? ,”);
scanf (“%d”, &n);
a=malloc (nxsizeof (intx)); /* Alokuj pole ukazateltt */
for (i=0; i<n; i++){ /* Nastav pravé strany rovnic x*/
ali]=malloc ( (n+2)*sizeof (int));
printf (“Clock %d: from to?.,”, i+1);
scanf (“%d%d”, &j, a[i]+n);
ali][n]= (a[3][n]|+PRIME—35)%PRIME;

}

for (i=0; i<n; i++)

for (j=0; j<n; j++) { /* Nacti vsechny koeficienty x*/
printf (“How does %d. key move %d. clock? )”, j+1, i+1);
scanf (“%d”, ali]+7);

}

for (i=0; i<PRIME; i++) { /* Spo¢ti inversni ¢&isla =/
inverse[t]=1;
for (j=0; j<PRIME-2; j++)
inverse[i]=inverse[i]xi% PRIME;
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void swap (int *vl, int *v2, int n) { /* Vyméni slozky dvou vektort =/
int 7, temp;
for (i=0; i<n; i++) {
temp=uv1|i];
vl [i]|=v2]i];
v2[i]=temp;

}

void add (int *v1, int *v2, int mul, int n) { /* P¥ic¢te nasobek druhého vektoru */
int ¢;
for (i=0; i<n; i++)
vl[i]= (v1[i]+v2[i]*mul)% PRIME;

}
void triangle (void) { /* Uprava na trojthelnikovy tvar */
int 4, j;
for (i=0; i<n; i++) { /* VSechny sloupce */
j=i;
while (j<n && la[j][¢]) /* Najdi nenulovy prvek s/
JH+;
if (j<n) { /* Existuje? =/
if (j!=1) /* Jiny fddek = prohodit =/

swap (a[i]z a[j}v TL+1);
add (ali], a[i], inverse[a[i][i]]—1, n+1); /* Vynasobit fadek a[i][ij =1 =/
for (j=i+1; j<n; j++)
add (alj], a[t], PRIME—alj][t], n+1);
/* P¥i¢ist vhodny nasobek fadku =/
}
¥
for (i=n—1; i>=0; i——) { /* Zpétny prichod, v8echny fadky =/
int sum=a[i|[n];
for (j=i+1; j<n; j++) /* PFicti ostatni proménné x*/
sum= (sum+ (37—a[i][j])*a[j][n+1])% PRIME;

if (a[7][]) /* Regularni koeficient */
ali][n+1]=sum; /* Bude tam vzdy 1 */
else
if (sum) { /* Nenulovy vysledek */
puts (“No solution”);
return;
} else /* Cokoliv */
ali][n+1]=0;
}
for (i=0; i<n; i++) /* Vypis vysledku =/

printf (“Press %d. key %d times\n”, i+1, a[i][n+1]);
}
int main (void) {
read_data ();
triangle ();
return 0;
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9-4-4 Whatsit? Martin Mares

Cilem této ulohy bylo, abyste zjistili nejenom co onen zdhadny program
déla, ale také pro¢ to vlastné déla. Reseni bez diikazu tedy nebyla odménovana
prilis stédre. Rovnéz pak dikaz typu ,zkousel jsem to pro 10000 hodnot a fun-
govalo to“ nemd zadnou vahu (to, Ze program funguje pro N rtznych vstupt,
jesté nevypovida prili§ o tom, co déla pro ty ostatni, leda Ze by jiz zddné ostatni
neexistovaly, ale v tomto piikladu bylo moznosti ~ 10°, takZe probrani vsech
v rozumném CGase nehrozilo).

A co Ze vlastné program délal? Inu, byl to interpreter jednoduchého progra-
movaciho jazyka. Text interpretovaného programu byl ulozen v fetézci s, jazyk
pracoval se sedmiprvkovym polem, jehoz prvky si oznac¢ime kg az kg. Prvek kg
ukazoval do pole s na pravé provadeény piikaz (pokud ,vyjel“ pry¢, program se
zastavil), k1 fungoval jako ,data pointer” (oznaéime si jej ) — tedy obsahoval
¢islo prvku k;, se kterym se provadély nékteré operace a ko slouzil k uchovani
cilové adresy skoku. Jazyk se sklddal z nasledujicich prikazi:

< Posunuti k1 o jedno pole doleva s pfipadnym podtecenim (0 — 6).

> Posunuti k; o dvé pole doprava s pfipadnym pfeteenim (5 — 0,
6—1).

# Neni-li ks nulové, skok dle ko (ve skutecnosti o jednu pozici da-

le nez kam ko ukazuje, protoze jesté preskakujeme na nasledujici
instrukei!).

$ Ulozeni ky do ke — tedy uchovani aktudlni pozice v programu
- Snizeni hodnoty ks o 1.

+ Zvyseni hodnoty ks o 1.

! ks < 0.

* (cokoliv jiného): § «— 2 - 0.

Vstupy programu byly ulozeny v k3 a k4, program zacinal na pozici kg = 1,
0 = k1 bylo inicializovano na 1 a ky na 2. Vysledek byl pfedan v kg. Zbyly
Lregistr kg slouzil jako pomocné proménna.

Interpretovany program vypadal takto (po pfepsani nezndmych znakt na
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hvézdicky a ocislovani pozic):

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

= © 00 O Uik Wi
A N H ¥ V.V ¥ + AV
ANV ¥ + + + V V H ¥

o

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

I H % ¥ ¥ A H

“ ANV

31 -

32
33
34
35
36
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38
39
40

B NV HTF A+ A+ V

41 -

42
43
44
45
46
47
48
49
50

¥ =V V. H AV + A

51
52
53
o4
95
56
57
58
99
60

¥ ¥ + V AV ¥ +

1996/97

A po kratkém prostudovani jeho jednotlivych instrukci dospéjeme k tomu, Ze

jeho jednotlivé ¢asti funguji takto:

\]C‘ﬂb—‘
0 O =

9-10
11-12
13-18
19-21
22-26

27
28-30
31
32-33
34-35
36-37

38-40

41
42-43
44-46

47-49
50-52

60

§=2,k =6
5=6

ks — 2 - kg, opakuj dokud ks # 0 (vSe je typu word, prodez
vSechny operace funguji modulo 65536, a tak k nule dojit mu-

sime)
d=5, ky=10

Prakticky stejnym zptisobem nulujeme k5.

5 =2, ko = 26

0 = 3 a pokud k3 # 0, skdceme na pozici 27.
0 = 2, ko = 208, zastavujeme se (skok mimo).

k‘3<—k3—1
0=4, ke =30
k4<—]€4—1

6=06,ks—kg+1
6=05,kys —ks+1

0 = 4, pokud k4 # 0, skdeme na 31. Timto jednoduchym
cyklem presouvame pivodni hodnotu k4 do ks a soucCasné ji

pricitame ke kg, nacez zbyde k4 = 0.

5 =5, ko =40
k‘5<—k5—1
(5:4,k4<—/€4+1

0 = 5 a pokud k5 # 0, skaceme na pozici 41. I hle, prohodili

jsme k4 a ks!
ko=06=2
ko =10



Vzorova fesSeni 9-4-5

53-57 6 =5, ks = 1, skdceme (nepodminéné) na pozici 11 (proménné
0 1 ko jsou nastaveny stejné jako kdyz jsme se tam dostali minule
— vSe tedy bude probihat stejné).

58—-60  Sem se nikdy nedostaneme. ..

Povsimnéte si nyni, Ze se program sklad4 ze dvou ¢asti: inicializace (piikazy
1-10, vlastné jen kg — 0) a velky cyklus (11-57) provadény ks-krét a v kazdém
prichodu pricitajici k4 ke kg. Na konci vracime kg jako vystup programu. ..
Vypada to jako nasobeni dvou pfirozenych cisel a nenechte se mylit — je to
ndsobeni dvou prirozenych cisel! Jak prosté, mily Watsone, zdhada jest roz-
feSena (zejména uvédomime-li si, ze pokud k4 = 0, provaddime vnitini cyklus
65536-krat, takze tak jako tak nula po dlouhém podéitani diky preteceni vyjde)
a program muzeme trivialné zjednodusit na:

function thatsit(a,b:word) :word;

begin
thatsit := axb;
end;
9-4-5 Something rotten? Michal Koucky

Jak uZz to tak v naSem seminéfi ¢as od Casu bohuzel byva (slibujeme, Ze
se polepsime!!), zaddni této tlohy nebylo jednoznacné. Respektive ono mozné
jednoznacné bylo, ale odporovalo uvedenému ptikladu. A po pravu. Formulace
rozpadnout a tyto cesty se posléze rozpadnou. My mame silni¢aitim sdélit, kolik
cest mohou vybrat.

Vyftesit takovou tlozku je veskrze trivialni, nebot k tomu, aby mésta ztstala
navzajem dosazitelna, postacuje kostra grafu silnic, kterd méa vidy N — 1 silnic.
Pokud tedy mé ztistat kralovstvi souvislé, sta¢i ndm udrzovat N — 1 vybranych
cest a zbytek cest se mize rozpadnout. Kazdy vidi, Ze spocitat pocet cest a
odecist od toho N — 1 si nezaslouzi v zadani nabizenych 12 bodi.

Tedy dvé okolnosti nasvédCovaly tomu, Ze zadani chce fici néco jiného, nez
tika. Zadani totiz chtélo rici, Ze silni¢ari nemaji ve své kompetenci urcit, které
cesty se rozpadnou. Taméjsi silni¢ari totiz funguji tak, ze implicitné nedélaji
nic. Kdyz jim vSak ze vSech koutt kralovstvi pfichazeji zpravy, ze se dohromady
rozpada jiz x silnic, potfebuji védét, jestli je to stale jesté O.K., nebo jestli uz
nahodou nehrozi to, ze se kralovstvi rozpadne na dvé a vice ¢asti a méli by
za¢it néco délat. JelikoZ poddani neznaji (pfipadné kdyz uz znaji, tak cesou
alespoii zkomol{) nézvy mést, hldsi silni¢4¥im pouze pocty rozpadlych silnic.

Vasim tkolem bylo na zakladé mapy silnic zjistit, kdy museji silni¢ari zacit
pracovat, tedy maximalni pocet cest, které se mohou rozpadnout, aniz by to
ohrozilo celistvost kralovstvi. Této tloZce se v terminologii teorie grafi fika
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hledani minimélniho fezu v grafu, resp. v nasSem pfipadé postacuje nalezeni
jeho velikosti. Co je to minimalni fez? Rez v grafu je mnozina hran, které kdyz
se vypusti, tak se graf rozpadne. Minimalni fez je pak samoziejmé fez, ktery
pokud se pocet rozpadlych silnic zna¢né piiblizil velikosti minimélniho fezu
v jejich systému silnic.

Uloha hledani fezti v grafu souvisi s jinou zajimavou grafovou tlozkou,
s takzvanymi toky v sitich. Sit neni opét nic jiného nez graf, avsSak jelikoz
tloha m& svij predobraz v inzenyrskych sitich — potrubnich a elektrickych
rozvodech — zkoumanému grafu se prezdivé sit. Tok v siti je pak prosté né-
jaké konkrétni rozlozeni proudu, af jiz elektrického, nebo vody, na jednotli-
vé spojnice (hrany) sité. Predpokldda se, Ze v jednom misté v siti je tak-
zvany zdroj, ze kterého to teCe, a dale je tam jeden spotfebi¢, do kterého
vSe tece a jinde v siti jiz zadny proud nevznikd ani nezanika, tj. to, co do
ostatnich uzléi vstoupi, to z nich i vystoupi. [MM: Udajné to neni piipad
skutecnych vodovodnich ani elektrovodnych siti, protoze tam se vsSe ztraci
viude. . .|

Evidentné spotfebi¢ odebira pravé to, co zdroj vypousti. Kdyz na rozloze-
ni proudu ddme omezeni, Ze po kazdé spojnici miize protékat bud jednotkovy
objem libovolnym smérem, nebo nic, pak maximéalni objem proudu vypousté-
ny zdrojem nam rika, kolik je maximalni pocet hranové nezavislych cest mezi
zdrojem a spotfebi¢em. To odpovida velikosti minimalniho fezu oddélujiciho
spotfebi¢ od zdroje. Toto tvrzeni zde ponechame bez dikazu a odkazeme las-
kavého ¢tenare na knihu L. Kucery Kombinatorické algoritmy. Kdyz takto pro
vSechny mozné spotfebice a zdroje prozkoumame minimélni fezy, které je od-
déluji, nalezneme hledany minimélni fez.

Vsimnéte si, ze miZzeme zafixovat jeden konkrétni zdroj a prozkoumat jen
vSechny mozné spotiebice. To vyplyva z toho, Ze pokud se néjakym fezem graf
rozpadne, specialné tedy minimalnim, pak nami vybrany zdroj ztistane v jedné
z Casti grafu a libovolny spotfebic¢ z druhé ¢asti grafu nemuze odebirat vice nez
je velikost pouzitého minimalniho fezu. Zaroven vuci jednomu ze spotfebi¢t
bude pro pfepravu pouzita maximalni zatéz minimalniho fezu, tj. vSechny jeho
hrany. (Rozmyslete si spravnost téchto tvrzeni.)

Jak tedy zjistit velikost maximalniho toku mezi danym zdrojem a spotfebi-
¢em? Tuto tlozku vyfesime tak, Ze budeme tok postupné zlepsovat. Na zacatku
feknéme, ze nikde nic netece. Poté se pokusime nalézt takovou cestu od zdroje
ke spotfebici, Ze po jednotlivych hrandch této cesty bud nic netece, nebo po
nich néco tece, avsak v opacném sméru, tj. ve sméru od spotiebice ke zdroji.
Pomoci této cesty mizeme zlepsit tok tak, ze po jejich hranach, po kterych nic
neteklo, nechame téci jednotkovy objem smérem ke spottebici a po hranach, po
kterych teklo néco smérem od spotiebice, nebude téci nic. Snadno nahlédneme,
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ze takto zlepseny tok bude korektni, tedy v dotcenych uzlech bude i nadale pla-
tit to, ze co do nich vstupuje, to z nich i vystupuje, a opacné. Pozorny ctenar
jiz jisté vytusil, zZe takovéto zlepSeni provedeme maximalné N — 1-krat.

Zbyva doplnit, jak nalézt zlepsujici cestu. Zlepsujici cestu budeme hledat
prichodem grafu do sitky a to tak, Ze budeme pouzivat pouze zlepsujici ces-
ty, tj. budeme chodit pouze po hranach, kde nic netece, nebo kde jdeme proti
proudu. Takto budeme nalézat vrcholy, do kterych vede zlepsujici cesta. Pokud
jiz vime, ze do daného vrcholu zlepsujici cesta vede, tak ho jiz znovu prochazet
nebudeme, nebot ndm postacuje nalezeni néjaké zlepsujici cesty. Hledani skon-
¢i tehdy, kdyz nalezneme zlepSujici cestu az ke spotfebic¢i, nebo tehdy, kdyz
uz z zaddného dosazeného vrcholu nelze jit po nevyuzité hrané, ¢i proti proudu.
Jelikoz pfi tomto prichodu musime v nejhorsim piipadé probrat témeér vsechny
hrany, je ¢asova sloZitost této faze O(M ), kde M je pocet hran. (Pfedpoklada-
me, ze M > N).

Celkové ¢asové slozitost pak dosahne O(N2M), nebot pro N spotiebi-
¢t budeme vyhledavat maximalni tok, coz znamend maximalné N-krat nalézt
zlepsujici cestu v ¢ase O(M). Jelikoz pocet hran M < N2, Ize té7 pouzit hrubsi
odhah O(N*). Pamétova slozitost je O(M), nebot si musime pamatovat aktu-
alni tok a popis grafu.

Zbyva snad jen dodat, ze pro hledani minimalniho Fezu existuje i algo-
ritmus pracujici v éase O(N?) a taktéz pravdépodobnostni algoritmus, jenz
feseni nalezne v primérném case O(N2log?N). Pravdépodobnostni algoritmus
je algoritmus, ktery si v prubéhu vypoc¢tu muze hazet kostkou. Néktera tvrzeni
jsme zde ponechali bez dtikazu (nap¥. spravnost algoritmu hleddani maximal-
niho toku), nebot rozsahem pfesahuji moznosti tohoto FeSeni. Zvidavé ¢tenédre
tedy odkazujeme jiz zminénou knihu od Dr. Kucery, kde ke vsem zde uvede-
nym tvrzenim a algoritmtim nalezne dikaz jejich spravnosti. Vzorovy program
je pro jednoduchost napsan s ¢asovou slozitosti O(N*), nebot z hlediska poc¢tu
hran nem4 optimélné napsané vyhleddvani minimélniho toku.

program KSP945;
const MAXN = 100; { Maximalni pocet vrcholu }

{ Pozn: cislovani mest je od 1..N. Konverze se provadi pri nacitani }

var N : integer; { pocet hran }
Hrana : array [1..MAXN, 1..MAXN] of boolean; { udava pritomnost hran }
MinRez : integer; { udava velikost zatim nejmensiho rezu }
i,p : integer; { pomocna promenna }

tok : array [1..MAXN, 1..MAXN] of integer; { pomocne pole pro NajdiMinRez }
{ udava aktualni tok }

function NajdiMinRez(z,s:integer) : integer;
{ Nalezne velikost maximalniho toku v grafu se zdrojem ’z’ a spotrebicem ’s’ }
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var i,j : integer; { pomocne promenne }

fronta : array [1..MAXN] of integer; { fronta vrcholu pro prohledavani do sirky }

ffirst, flast : integer; { predek a zadek fronty }

cesta : array [1..MAXN] of integer; { udava, odkud jsme navstivili dany vrchol }

velikosttoku : integer; { udava velikost max. toku, tj. pocet iteraci algoritmu }
begin

for i:=1 to N do

for j:=1 to N do tok[i,j]:=0;

velikosttoku := 0;

while true do

begin
{ hleda zlepsujici cestu pruchodem do sirky }
ffirst := 1;
flast := 1;
frontal[1] := z; { zdroj dame do fronty }

for i:=1 to N do cestal[i]:=0;
cestal[z] := MAXN + 1;

while ffirst <= flast do
begin
j := frontal[ffirst]; inc(ffirst); { vezmi prvni prvek z fronty }
for i:=1 to N do
if Hranalj,i] and (tok[j,i] <= 0) and (cestal[i] = 0) then
{ jdu po nevyuzite, nebo proti proudu do nenavstiveneho }

begin
cestali] := j; { do ’i’ prijdu z ’j’ }
inc(flast); frontalflast] := i; { zarad do fromty }
end;

if cestal[s]<>0 then ffirst:=flast+1;
{ kdyz jsme dosahli spotrebice, nasilne ukonci }
end;

if cestals]=0 then { nenasli jsme zlepsujici cestu ke spotrebice }

begin

NajdiMinRez := velikosttoku;

exit; { tok jiz nelze dale zlepsovat }
end;

inc(velikosttoku);

{ aktualizuj tok podle zlepsujici cesty }

i:=s;

while cestal[i] <> MAXN + 1 do

begin
inc(tok[cestalil,i]); dec(tok[i,cestalill);
i:=cestalil;

end;
end;
end;

procedure vstup; { nacte graf }
var i,j : integer;
begin
write(’Zadej pocet vrcholu :’); read(n);
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do hranali,j]l:=false;
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writeln(’Zadavej jednotlive hrany. O O ukonci’);
repeat

read(i,j);

if (i<>0) or (j<>0) then begin hranal[i+1,j+1]:=true; hrana[j+1,i+1]:=true; end;
until (i=0) and (j=0);

end;
begin
vstup;
MinRez := n;
for i:=2 to n do { Pro zdroj = ’1’ a vsechna ostatni mesta jako spotrebice }

begin
p:=NajdiMinRez(1,i);
if p<MinRez then MinRez := p;

end;
writeln(’Silnicari mohou nechat rozpadnout ’,MinRez - 1,’ silnice’);
end.
9-4-6 !391992 qOT Jan Kotas

Opravdu ndhodna ¢isla neni mozné generovat ,¢istym* algoritmem. Kazdy
takovy algoritmus méa totiz podle definice pfedem predvidatelné chovéani, a
tedy jim vygenerovana ¢isla nelze povazovat za opravdu ndhodné, protoze jsou
efektivné vydcislitelna. (Je moZné sestrojit algoritmus, ktery bude generovat
posloupnost ,,ndhodnych“ ¢isel, ktera se nikdy nezac¢ne opakovat, napft. Cislice
Gisla 7. Ani takovou posloupnost ale neni mozné povazovat za posloupnost
opravdu ndhodnych ¢isel.) [Pozn. MM: Nikdo ovsem dosud nedokézal, Ze néco
jako nahodna ¢isla viibec muze existovat — pokud je vesmir deterministicky,
nahodna ¢isla neexistuji, ale nepiedvidatelna ¢isla stale jesté ano — zkuste pfijit
na to, proc.]

Musime si tedy vzit na pomoc néco z realného svéta. Budeme se zde zaby-
vat pouze metodami, které jsou vhodné pro spojeni s pocitac¢em. (Vynechame
obligdtni hazeni kostkou, losovani pfedméti, atp.)

Vsechny nésledujici metody jsou zalozeny na tom, ze méri ndhodnou slozku
néjakého jevu.

Jednoduse realizovatelné je mérit s velkou presnosti, co ¢lovék povazuje
za chvili, a za ndhodné ¢islo prohlasit zbytek po déleni této hodnoty malym
¢islem:

function Random256: Byte; { Nahodné &islo v rozsahu 0..255 }

label start;
var x: longint;

begin
start:
writeln(’Za chvili stiskni klavesu.’);
x := 0; while not keypressed do inc(x);

while keypressed do readkey;
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if x < 100000 then begin
writeln(’Tohle neni zadny rychlokurs!’);
goto start;
end;
Random256 := Byte(x); {rychlej&i ‘x mod 256’}
end;

Modifikace tohoto postupu je pouzita ve velmi rozsifeném programu Pretty
Good Privacy (PGP). Pro masové pouziti napt. v bankich je ovSem tento
postup nevhodny.

Browntiv pohyb, rozpad radioaktivniho materidlu a dalsi (prozatim) ndhod-
né fyzikalni jevy, jsou v praxi tézko pouzitelné, jelikoz k jejich automatickému
méfeni je treba drahé zarizeni.

Nejsnaze realizovatelné je méreni Sumu néjaké elektrické veli¢iny:

* Sum éteru — méri se s velkou presnosti proud, ktery tece z antény.

* Sum sité — méri se s velkou presnosti napéti v zasuvce.

* um polovodi¢ového pfechodu (Snem vétsiny konstruktéra diod je
vyrobit takovou, kterd viibec neSumi. Existuje ale také mala, nicmé-
né dobie placena skupina konstruktért diod, jejichz snem je vyrobit
diodu, kterd Sumi co nejlépe.)

Je mozné, Ze za par let bude pro podporu Sifrovani standardni souc¢asti PC
obvod pro generovani ndhodnych ¢isel. Zatim se vyrabéji pouze specializované
desky.

Na zavér

Nic neni vé¢né — ani tento ro¢nik KSP. Dékujeme vSem, kteri prispéli svou
troskou do mlyna, af jiz tim, Ze lohy vymysleli a opravovali, nebo tim, Ze nas
obstastiiovali krdsnymi a elegantnimi feSenimi, kterd nas nezfidka pfijemné
prekvapovala.

Pfejeme vam krasny rok a brzké shledani u pfisti roéenky KSP.

Organizatori KSP
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Poradi resitelu Na zaveér
v /v e o
Poradi resiteli

Poradi Jméno Skola Roc¢nik Uloh Bodi
1. Jan Kéara G U Liben. zamku, Praha 3 20 220
2. Ales Privétivy G Dasicka, Pardubice 4 20 205
3. Kamil Toman G Téabor 4 19 174
4. Tomés Horacek SPSE Usti n. Labem 3 17 157
5. Michal Sida G Tanvald 3 20 135
6. Pavel Sanda G Jar. Vrchlického, Klatovy 2 18 109
7. Zdenék Dvorak G Nové Mésto na Moravé 2 20 107
8.-9. Pavel Nejedly G Viderska, Brno 2 14 94

Jakub Ouhrabka G Jeronymova, Liberec 3 15 94
10. Vladimir Sisma G M. Kopernika, Bilovec 3 15 92
11. Petr Zika G Vodéradska, Praha 2 15 89
12. Antonin Slavik G Narodni, Karlovy Vary 3 17 87
13. Tomas Cejp Jirdskovo G, Néchod 4 12 86
14. Jan Tozicka G Jate¢ni, Usti n. Labem 4 14 85
15. Jan Bfezina G Jeronymova, Liberec 4 9 78
16.-17. Petr Simeéek G T¥. kpt. Jarose, Brno 3 9 77

Jifi Vyskocil G Lanskroun 3 11 77
18. Roman Kaspar G Trutnov 4 13 72
19. Jan Vitek G Slany 3 8 66
20. Karel Volny G Brafova, Tiebic¢ 3 10 61
21. Vlastimil Janda G Humpolec 3 8 58
22. Michal Svoboda G Nad Aleji, Praha 3 9 53
23. Daniel Kastner G Sternberk 4 10 52
24. Vlastimil Kiapek G Kienové, Brno 4 7 51
25. Radek Sykora G M. Kopernika, Bilovec 3 10 44
26. Peter Vasil G Pavla Horova, Michalovce 4 7 40
27.-28. Jan Myslivecek G T¥. kpt. Jarose, Brno 2 10 39

Tomas Vyskocil G Lanskroun 1 7 39
29. Milan Kryl G Jana Opletala, Litovel 2 8 37
30. Igor Szoke G T¥. kpt. Jarose, Brno 3 8 36
31. Michal Koptiva G Jifiho z Podébrad 3 8 35
32. Martin Lason G Bohumin 4 7 34
33. Jan Malach G Zastavka u Brna 4 6 31
34. Toméas Smlsal G Jifiho z Podébrad 3 5 30
35. Sarka Stépanova G Rychnov nad Knéznou 3 4 28
36. Pavel Sedivy G ML Boleslav 4 3 27
37. Ondrej Pribyla G T¥t. kpt. Jarose, Brno 2 7 25
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38.
39.-42.

43.-44.

45.
46.-47.

48.
49.
50.-51.
52.-54.

55.-97.

58.—62.

63.—64.

65.-67.

68.-72.

73.-74.

75.-77.

78.
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Ladislav Kavan
Miroslav Kaspar
Roman Nosek
Lukas Petru
Jakub Skopal
Marek Hlavacek
Vilém Marsik
Michal Wokoun
Filip Kabrt
David Klimek
Iva Marhankova
Michal Ptak
Vladimir Dubsky
Vit Spinka
Vlastislav Hynek
Martin Kozak
Blanka Kurkova
Martin Drab
Jaromir Malenko
Pavel Surynek
David Holec
Martin Jelen
Petr Kadlec
Stanislav K¥iiz
Jan Meékota

Miroslav Krhounek

Frantisek Némec
Tomas Hruby
Filip Rychnavsky
Miron Tegze
Stanislav Cejka
Jifi Krystynek
Dalibor Roznik

Katefina Slovackova

Vaclav Tésinsky
Libor Dener
Jiri Franek

Radomir Chabiniok

Lenka Kocmanova
Tomas Kubes
Jan Machala

Gym Ustavni, Praha
SPSE Pardubice

G Jaromér

G Dé&cin

G Na Vitézné plani, Praha
G Tanvald

G Na Prazacce, Praha

G T¥. kpt. Jarose, Brno

G Litoméricka, Praha

G Roznov p. R.

G Pribram

G Ji¢in

G Jifiho z Podébrad

G F. X. Saldy, Liberec

G Zatec

G Jar. Vrchlického, Klatovy
o

G U Liben. zamku, Praha
G M. Kopernika, Bilovec
G Vlasim

G Tr. kpt. Jarose, Brno

o

G Vodéradska, Praha

G Ostrov

G Roznov p. R.

G Kralupy

ZS Uhelny Trh, Praha

G Jar. Vrchlického, Klatovy
OA Marianské Lazné

G Sladkovského nam., Praha
G Jaromér

G M. Kopernika, Bilovec
G Trt. kpt. Jarose, Brno
SPS Kratochvilova, Ostrava
G Téabor

G M. Kopernika, Bilovec
G M. Kopernika, Bilovec
G M. Kopernika, Bilovec
G Trt. kpt. Jarose, Brno

G Jizni mésto, Praha

G Holesov
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79.-82. Tomas Holubec
Lenka Kucerova
Jakub Nosek
Martin Wokoun

83.-84. Milan Kvasnica
Martin Ostapcéuk

85.-95. Jiri Dvorak
Milan Filo
Michal Finék
Petr Frank
David Hartman
David Karban
Jan Micza
Lukas Neterda
Jifi Roubinek
Pavel Simsa
Miroslav Vitasek

G Vsetin

G Ji¢in

G Jizni mésto, Praha

G T¥. kpt. Jarose, Brno

G Bohumin

G Chomutov

o

G Habrmanova, Hradec Kr.
G Strakonice

G Kadan

G Prfibram

G Orlova

G Cesky Tésin

G U Liben. zamku, Praha
G Zdar n. Sazavou

G Praha-Radotin

SPS Kratochvilova, Ostrava

R R R WO NN YR WY W W NN O W

Na zavér
1 4
1 4
1 4
1 4
1 3
1 3
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
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