Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

35. rocnik

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam paté a posledni ¢islo hlavni kategorie 35. ro¢niku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Také na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka
témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,
za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial na linedrni algebru.

Autorskéa feseni tloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nés pak pfi opravo-
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véani napadnou néjaké komentare k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez pfijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely roc¢nik (hlavni kategorie) alespori 50 % bodd. Za
letosni rok ptijde ziskat maximélné 300 bodt, takze hranice pro tispésné fesitele je 150. Také
kazdému fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alespoii 5 bodti, darujeme KSP
propisku, blok, nalepku na notebook a mozné i dalsi prekvapeni.

Termin série: 25. éervna 2023 ve 32:00 (tedy dalsi rdno v 8:00)

Odevzdavani: Pies web na adrese pttps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky tloh: @ Lehéi tloha (¢i jeji ¢ast) vhodnd pro zac¢ateéniky

Prakticka open-data tloha

@’ Uloha, u které doporu¢ujeme zaéist se do kuchaiky Q Seridlova uloha

Odmeéna série: Sladkou odménu si vyslouZi ten, kdo ziska alespon 2 body z kazdého dilu serialu.

Pata série tficatého patého roc¢niku KSP

35-5-1 Pisek 9 bodu

Kalder je magické zemé s 1étajicimi ostrovy a piskovymi

W1l desti. Kaldefané vétsinu roku ziji v obfim mésté pokry-
vajicim cely jeden létajici ostrov. Na léto, kdy jsou piseéné
desté nejsilnéjsi, se presouvaji do pobrezni osady s privéti-
vé&j$im podnebim. Kdyz se pak na podzim vraci do mésta,
cely ostrov je pokryty piskem. Pomozte jim spocitat, kolik
budou muset odklizet pisku.

Meésto tvofi fada domt rdznych vysek. Na vSech mistech
dopada pisek a hromadi se tam. Konkrétné zrnko pisku je
stabilni, pokud mé pod sebou tfi zrnka pisku (tedy vznikd
svah s thlem 45°). Jinak se za¢ne sypat ze svahu do stran.
Za okraji mésta ostrov konci a pisek se tam sesype dold.

Kazdé policko — jeden diim krat jedno ,patro“ — méa objem
Ctyfi. Spocitejte maximalni objem nahromadéného pisku.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku dostanete kladné celé ¢islo
N udéavajici siftku ostrova. Na dalsim fadku dostanete N
nezapornych celych ¢isel urcujici vysky jednotlivych domu.

Formdt vystupu: Na vystup vypiste jedno ¢islo — objem na-

hromadéného pisku.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
9 41
221666511

Takto by vypadala odpovidajici hromada pisku:

Sklada se ze tii ¢asti, které maji 5.5, 2.75 a 2 policka. Do-
hromady to je 10.25 poli¢ek, coz mé objem 41.


https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/

12 bod1

35-5-2 Hrosi lomikdmen

Klafe se po nedavném sesuvu pidy pfivalila na zahrad-
W1l ku spousta kameni. Nasledkem toho se z jeji zahradky
stala hotova skala.

Klara by se kament radda zbavila pomoci lomikamene hro-
stho (Sazifraga hippoflora) rostouciho vysoko v Hrochleb-
skych horach. Jak uz nazev napovida, odvar z této byliny
dava cloveku hrosi silu drtit kameny holyma rukama.

Sila hrosiho lomikamene vSak skytd jedno tuskali — ¢lovek
s nim dokaze drtit kdmen pouze o jiny kdmen stejného dru-
hu. Lze tedy takto naptiklad o sebe rozbit dva achaty, ale
uz ne achat s kalcitem.

Kameny jsou na zahradce popadané ve dvou fadach. Pro
jednoduchost jsou vSechny kameny stejné velké, takze ka-
meny v jedné fadé lze zarovnavat vici kamenim v fadé

druhé.

Klara by chtéla vzdy kdmen z jedné fady rozbit o kdmen
z druhé fady. Aby takto rozbila co mozné nejvice kust,
miize si pomoct a nejprve prvni fadu posunout o libovolny
celociselny pocet kamenti doptedu ¢i dozadu.

Nasledné si z prvni fady vybere kdmen, od kterého zac¢ne
svou destruktivni prochazku. Pocinaje nim obejde kazdy
kédmen v prvni fadé a srovna jej s kamenem naproti nému
v druhé radé. Pokud budou stejného druhu, Klara je di-
ky caji z hrosiho lomikamene oba rozbije, jinak je neché
na pokoji (sem spadd i piipad, kdy kamen v protéjsi Ta-
dé neezistuje). Néasledné se posune o jeden kdmen doptredu
a postup opakuje. Pokud Klara uzna, ze uz se ji rozbijeni
kament nevyplati, mtze s obchazenim kdykoliv skoncit.

Klara by rada maximalizovala rozdil po¢tu rozbitych a ne-
rozbitych kament na své prochazce. Pomuzete ji urcit, jak
by méla jednotlivé fady posunout, od kterého kamene zacit
a jak dlouho bude chtit kontrolovat?

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na véas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete dvé kladna cela
¢isla N, M udavajici délky dvou fad. Na dalsich dvou ad-

cich dostanete dva fetézce o délkach N a M reprezentujici
dvé fady kameni. Znak z na i-té pozici Tetézce udava, ze
v prislusné radeé je i-tym kamenem druh s nazvem x. Nazvy
druhti jsou vyhradné malad pismena anglické abecedy.

Formdt vystupu: Na vystup vypiste mezerou oddélend ¢tyri
cela ¢isla A, B, C, D. Hodnota A necht zna¢i vami nejvyssi
nalezeny rozdil po¢tu rozbitych a nerozbitych kamenti. Déle
celé ¢islo B bude udévat, o kolik kament dopfedu by méla
Klara posunout prvni fadu kameni. Hodnota B miiZe byt
libovolné velkd (tedy i klidné zépornd).

Hodnoty C, D zase budou fikat, na které pozici v prvni
fadé bude chtit Klara s kontrolou zacit a na které bude
chtit skoncit (véetné), aby maximalizovala celkovy rozdil
rozbitych a nerozbitych kamenii. Musi platit 0 < C < D <
N. Retézce tedy indexujeme od nuly.

Ukdzkovy vystup:
6 -137

Ukazkovy vstup:

87
promenka
kamejka

V uvedeném vstupu ma Klara dvé rady kament. V prvni
fadé lezi p(iskovec), r(ubin), o(pal), m(agnezit), ... V dru-
hé radé lezi k(alcit), a(chat), m(agnezit), ... Jednim zptso-
bem, jak dosahnout nejvétsiho mozného rozdilu rozbitych
a nerozbitych kament, je posunout prvni fadu o 1 kdmen
dozadu (tj. o —1 kdmen dopfedu) a zaéit postupné rozbijet
kameny ve druhé fadé naproti 3. az 7. kameni v prvni fadeé.

012345617

pr omenk a
k a k a

me j

Tim o sebe rozbije dva m(agnezity), dale par e(meraldit),
presko¢i 5. pozici s n(efritem) a j(adeitem) a nakonec jes-
t€ rozlame par k(alcittl) a a(chéati). Celkovy rozdil poétu
rozbitych a presko¢enych kamenti na Klafiné vymezené pro-
chazce tedy bude 8 — 2 = 6.

35-5-3 Nejkrasnéjsi nahrdelnik 12 bodua

Za devatero horami a devatero fekami bylo nebylo jedno
kralovstvi. A protoze to bylo kralovstvi Sperkait, tak mist-
ni kral zaslibil princeznu tomu Sperkafi, ktery vyrobi nej-
krasnéjsi ndhrdelnik. Honza z Cerného kopce se rozhodl, ze
ruku princezny ziskéd pro sebe. Proto vyrobil prekrasny na-
hrdelnik. Jen nevédél, jak splnit co nejlépe mistni standardy
krasy. Pomuzete mu?

Nahrdelnik si mazeme predstavit jako cyklickou posloup-
nost drahokami (tedy po poslednim drahokamu néasleduje
prvni) a mezi prvnim a poslednim mé ndhrdelnik zapinani.
Krasnéjsi z dvou ndhrdelnikii dostaneme tak, Zze se podi-
vame na drahokamy vpravo od zapinini. Pokud jeden je
krasnéjsi, pak nahrdelnik s nim je krasnéjsi. V opacném
pfipadé budeme porovnavat dalsi drahokamy v radé, nez
najdeme dva rozdilné.

Honza uz vyrobil skoro hotovy ndhrdelnik, jen jesté neudé-
lal zapinani. Pokud Honza zapinani da mezi k — 1 a k-ty
drahokam, pak se drahokamy budou porovnavat v poradi:

Ak, Q415+ -+, 0n, 015, Qk—1

Nahrdelnik mé predni stranu, tedy nelze posloupnost dra-
hokamt otacet.

Poradte mu, kde mé nahrdelniku udélat zapinani, tak aby
vysel co nejkrasnéjsi nahrdelnik.



Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
7 7
3123213

Nejlepsi je dat zapinani pred posledni — sedmy drahokam,
¢imZ nam vznikne ndhrdelnik 3,3,1, 2, 3,2, 1.
Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-

vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

35-5-4 Kalkulacka 12 bodu

Vitek nasel na pidé svého dédecka starou mechanickou kal-
kulacku DekaMax pracujici v desitkové soustaveé.

Ta funguje tak, ze ¢lovek do ni nejprve zada jednu desitko-
vou cifru (0 az 9) a kalkulacka od té doby uz po dobu svého
pocitani porad obsahuje néjaké ¢islo. Poté vzdy zada jednu
z nasledujicich operaci:

® séitani

® odcitani

® nisobeni

e celociselné déleni (zaokrouhlujeme k nule)

e modulo (neboli zbytek po déleni)

A potom dalsi desitkovou cifru, pfi¢emz se tato operace
okamzité provede a ulozi.

Protoze je vsak kalkulacka uz pomérné stara, vyzaduje ke
své praci promazavat, pficemz jedna operace stoji jeden mi-
lilitr oleje. Vitek by rad s kalkulackou provedl néjaky kom-
plikovanéjsi vypocet. K tomu potifebuje nejprve do kalku-
lacky ulozit celé ¢islo K. Nema ale k dispozici prili§ mnoho
oleje. Proto by byl nejradsi, kdyby ho nastavovani c¢isla K
stalo co nejméné oleje.

Pomiizete mu nastavit ¢islo K s co nejmensi spotiebou?
Casovou slozitost svych feseni odhadujte vzhledem ke K.

Toto je teoretickd tloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdava se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

35-5-S Determinant 15 bodu

Prdvé ctete posledni dil seridlu. Pokud jste predchozi
dily neresili, pro pochopeni nasledugjicich odstavci je
vhodné si je prinejmensim precist. Navic je stdle mozné
odevzddvat ulohy z nich za polovinu bodi.
Vypocet obsahu

V minulém dilu jsme se naucili poc¢itat délky a thly, nyni
pridame obsah a objem. Pro zac¢atek se podivejme na obsah
rovnobézniku urceného dvéma vektory.

Vektory zapiSeme do Fadkd matice:

-
X 4 1
A_<W)_<12)
Obsah rovnobézniku zjistime z determinantu této matice
det A. Pojdme odvodit, jak by se mél determinant podcitat.

Zacneme u Ctverce se stranou délky 1, ktery by mél mit
obsah 1. Takovy c¢tverec se da popsat jednotkovou matici,
takze det E = 1. Pokud jej v jednom sméru protdhneme
k-krat, obsah také vzroste k-krat.

k-x' XT>
det =k -det
© ( al ) © (yT

Konkrétné obsah obdélniku zarovnaného s osami bude sou-
¢in prvki na diagonale:

a 0
det(o b) =ab

7 geometrie vime, ze obsah rovnobézniku se dé spocitat ja-
ko soucin strany a vysky na danou stranu. Pokud bychom
v rovnobézniku na obrazku vyse posouvali vektor y dole-
va a doprava, vyska by zistavala stejna, tudiz ani obsah
by se neménil. Obdobné, pokud zafixujeme y, mizeme po-
souvat x po rovnobézce s y. V matici se tento fakt projevi
tim, Ze pri¢tenim jednoho fadku k druhému se determinant

nezmeéni:
T T T
X X +y
det = det
<yT> ( y' >

To je vSe, co potfebujeme znat. Jakmile umime vynasobit
radek a sc¢itat radky mezi sebou, dokdzeme pomoci Gaus-
sovy eliminace prevést matici do diagonalniho tvaru, jehoz
determinant jiz spocitame snadno.

(4 )= (1)
e () 14)
Caraa () 1)

0 1/4

1 0
—4-7~det(0 1/4)
=4.7-1/4=7

Vypocet vysSe je rozepsany detailné, jinak si mizeme do-
volit rovnou pric¢ist nasobek Ffadku. Ve skutecnosti stacilo
dojit do druhého kroku, tedy do tvaru, kdy jsou nuly v levé
spodni ¢asti matice. Nulovani prvkt v pravé horni ¢asti jiz
soucin diagonaly nezméni.

Znaménko

Jesté musime uvést na pravou miru jednu véc. Determinant
muze byt i zdporny, nebot odpovida orientovanému obsahu.
Nastalo by to v pfipadé, Zze by vektor x lezel vlevo od y.
Prohozeni vektort tedy oto¢i znaménko:

XT T
det (yT) = —det <i-r>

Zajima-li nas obsah geometrického utvaru, vétsinou tak vez-
meme absolutni hodnotu determinantu.

Ukol 1 — Obsah mnohotihelniku [6b]:

Dostanete zadané vrcholy pi, ..., p, mnohothelniku v ro-
viné. Spocitejte jeho obsah. Bude vhodné jej néjak rozdélit.

Leh¢i varianta (za 4 body): Muzete pfedpokladat, ze
@ mnohothelnik je konvexni.

Vice dimenzi

Stejnym zpisobem jako vyse lze spocitat i objem, respekti-
ve ekvivalentni veli¢inu ve vice dimenzich. Stac¢i vzit n vek-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo

torti z R", zapsat je do fadkt matice n X n a spoditat de-
terminant.

Prohozeni libovolnych dvou fadki otoc¢i znaménko. Ve tfech
dimenzich vyjde determinant kladny, tvori-li vektory pra-
votocivou soustavu.

Checete-li, zamyslete se, jak by se zménilo vase FeSeni tikolu
vyse, pokud bychom misto obsahu mnohotuhelniku pocitali
objem mnohosténu.

Pomoci determinantu mizeme napiiklad zjistit, jestli bod u
lezi v roviné urcené vektory x,y. Pokud ano, rovnobéznos-
tén urceny vektory x,y,u bude mit nulovy objem.

Permutace

Determinant lze definovat i jinak, totiz pomoci permutaci.
Pro malé matice je tento nahled jednodussi, proto si jej nyni
ukazeme.

Jiz. vime, ze determinant matice, kterda ma prvky pouze
na diagonale, bude soucin téchto prvki. Pokud dostaneme
matici, kterd méa v kazdém sloupci a kazdém tadku pravé
jeden nenulovy prvek, prohazovanim radku ji zvladneme
upravit na diagonalni matici. Kazdé prohozeni vsak otoci
znaménko, takze pokud jsme provedli lichy pocet prohozeni,
soucin jesté musime vynasobit —1.

Determinant plné matice se poté spocte nasledovné: Uva-
zime vsechny moznosti, jak vybrat z matice prvky tak, aby
v kazdém fadku a sloupci byl pravé jeden. Pro kazdou
moznost spocteme soucin téchto prvkl, pripadné vynaso-
bime —1, a mezivysledky secteme.

Vybirani prvka si mizeme predstavit tak, ze prifadime kaz-
dému sloupci jedno z ¢isel 1 az n, ¢imz urc¢ime ¢islo sloupce,
ve kterém bude vybrany prvek. Kazda moznost tedy odpo-
vida jedné permutaci n ¢isel, vSech moznosti je proto n!.

a1l a2
det = a11G22 — Q12021
az1 a2

det | ao1 ago as3 —Q12021033 + 12023031

ail a2 Qs { +aiiag2a33 — a11023a32
+ai13a21a32 — a13G22a31

az1 a3z as3
Odvozeni této alternativni definice najdete na konci textu.
Regularita

Pokud jsou fadky matice linedrné zévislé, po eliminaci bu-
de posledni fadek obsahovat samé nuly. Tim padem bude
soucin diagonaly, tedy i cely determinant nulovy. Naopak,
pokud jsou fadky linearné nezavislé, bude na kazdé pozici
na diagonale nenulovy prvek. To znamené, ze determinant
je roven nule pravé tehdy, kdyz jsou fadky matice linedrné
zavislé, tedy kdyz matice neni regularni.

Determinant se proto da pouzit k ovéfeni, jestli ma sousta-
va rovnic jednoznac¢né feseni. Naptiklad pomoci néj umime
zjistit, kdy budou mit dvé pfimky v roviné prisecik. Pfim-
ky jsou dany rovnicemi ai1x + b1y = ¢1 a asx + by = ca,
hledame proto feseni x,y této soustavy.

b
det (Z; b;) = (llbg - a2b1 =0

ay b2 = a2b1
a1 o as
by by
Vyslo nam, ze pokud maji obé primky stejnou smérnici, pak

je determinant nulovy a feSeni neni jednoznac¢né. Opravdu,
rovnobézky bud nemaji zddny prusecik, nebo splyvaji.

Ukol 2 — Polynom [6b]:

Mgjme 3 body v roviné (xo, yo), (€1,91), (22,y2), pro které
plati zp < 1 < 2. Chceme najit polynom stupné nejvy-
Se 2, ktery prochéazi vSemi témito body. Ukazte, ze takovy
polynom bude vzdy jednoznac¢né urceny.

Napovéda: Rozlozte determinant na soudcin.
Zobrazeni

Poznatek o vztahu determinantu k obsahu a objemu se pro-
jevi i u linedrnich zobrazeni. Uvazme zobrazeni popsané

matici z ivodu dilu:
4 1
A=(i 2)

Jednotkovy vektor (1,0)" se zobrazi na (4,1)T, obdob-
né (0,1) " se zobrazi na (1,2) . Jak se zménil obsah rovno-
bézniku urceného témito vektory? Ptvodné to byl ¢tverec
s obsahem 1, po zobrazeni bude obsah det A.

Uplné stejné se zméni obsah jakéhokoli obrazce. Pokud mél
puvodné obsah S, jeho obraz bude mit obsah S - det A.

Ukol 3 — Souéin [3b]:

Determinant soucinu lze spocitat jednoduse:
det(AB) = det A - det B

Ukazte, pro¢ tento vztah plati. VA4S diikaz nemusi byt for-
malni, stac¢i nahled.

Ortogonalni matice

Neékterd zobrazeni zachovavaji obsah obrazci. Jsou to ta-
kova, pro jejichz matici plati det A = +1. Mohli bychom
chtit jesté trochu vice, totiz aby zobrazeni zachovavalo i h-
ly a délky. Pfesné to spliiuji zobrazeni popsana ortogondlni
matici.

Matici Q nazveme ortogonalni, pokud plati Q"' Q = E. Na
maticové nasobeni lze pohlizet jako na mnoho skalarnich
soucind. V tomto pripadé pozadujeme, aby skalarni soucin
fadku matice se sebou samym byl roven 1, tedy aby mél
tento vektor jednotkovou délku. Dale skalarni soucin radku
s jinym fadkem mé byt 0, tedy vektory na sebe musi byt
kolmé.

Vektory kanonické baze maji vSechny jednotkovou délku
a jsou na sebe kolmé. Zobrazeni popsané ortogonalni mati-
ci tuto vlastnosti zachovava. Ve vysledku tedy prostor jen
otaci a zrcadli.

Ortogonélni je napfiklad matice rotace, se kterou jsme se
jiz setkali ve druhém dilu:

R — <9oso< —sina)
sina cosa
Tato matice opravdu zachovava obsah:
det R = cos? o — (—sin®a) = 1
Magické aplikace

Determinant se objevuje v mnoha mistech, kde bychom jej
necekali. Zde nabizime malou ochutnavku.



e Pokud sestavime trochu upravenou matici sousednosti
neorientovaného grafu, odebereme z ni libovolny radek
a libovolny sloupec a spocitdme determinant, dostaneme
pocet koster grafu.!

e Uvazme kruznici uréenou body (24, ¥a), (o, ¥b), (e, Ye)-
Pokud je determinant nasledujici matice kladny, tak bod
(24, yq) lezi uvniti kruhu, pokud zaporny, lezi vné.

Ta  Ya :L% + yz 1

Ty Yb ac% + yf 1

Ze  Ye 373 + yg 1

xq ya ri+y; 1
Kromé toho existuji variace na determinant, které se poci-
taji podobné a které také maji spoustu vyuziti.
Vztah mezi definicemi

Vypocet determinantu jsme zalozili na méfeni objemu. Jak
z tohoto pohledu ziskat definici pomoci permutaci?

Budeme potiebovat jesté jednu vlastnost: Pokud zafixujeme
vSechny fadky matice az na jeden, determinant je v tomto
radku linearni:

x' x' x"
det y' =det | y" | +det|y"
z{ +25 2] z5

Pro¢? Uvazme rovnobéznik vymezeny vektory x a y. Ob-
jem celého rovnobéznosténu spocitame jako soucin obsahu

rovnobézniku a vysky na néj. Vyska je slozka vektoru zi,
respektive zs kolma na rovnobé&znik. Secteme-li tyto vekto-
ry, sectou se i vysky.

Diky této vlastnosti mizeme kazdy fadek rozepsat na sou-
¢et vektort, z nichz kazdy ma jedinou nenulovou hodnotu:

(a1,az2) = (a1,0) + (0, az)
Nejprve rozepiseme prvni fadek, poté v kazdé vzniklé ma-
tici rozepiSeme druhy radek, atd. Tim ndm z matice n X n

vznikne n™ matic, pficéemz kazd4 z nich bude mit v kazdém
rfadku jediny nenulovy prvek.

det (all alz) = det <a11 0 > + det < 0 a12>
a21 Q22 a1 a22 a1 a22
det(a11 0>+det<a11 0 )—l—
B as 0 0 aa

det 0 az + det 0 aiz
a21 0 0 as9

Neékteré vzniklé matice budou obsahovat nulovy sloupec,
tudiz i jejich determinant bude nulovy. Pouze n! matic bu-
de mit nenulovy determinant, ty odpovidaji vSem moznym
permutacim.

David Klement

I https://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff¥27s_theoren]
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