Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

34. rocnik

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

KSP

Dostava se k vam tfeti ¢islo hlavni kategorie 34. ro¢niku KSP.

Opét se muzete tésit na dveé praktické a dvé teoretické dlohy. V této sérii se opét objevi
pokracovani Manimového seridlu, ale jeho zadani bude dostupné az po ukonceni minulé

série.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
Fesitelem se stava ten, kdo ziska za cely ro¢nik (této kategorie) alespoii 50 % bodi. Za letosni
rok ptjde ziskat maximalné 300 bodd, takze hranice pro ispésné fesitele je 150. Maturanti
pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté série, pata uz
bude moc pozdé. Také kazdému fesiteli, ktery v tomto roéniku z kazdé série dostane alespon
5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi pfekvapeni.

Termin série:

20. tinora 2022 ve 32:00 (tedy dalsi rano v 8:00)

Leden 2022

Odevzdavani:

Pies web na adrese |pittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky uloh

: (@) Lehd tloha (& jeji ¢ast) vhodna pro zacatecniky

Prakticka open-data tiloha

@ Uloha, u které doporu¢ujeme zaéist se do kuchaiky Q Serialova tloha

Odmeéna série:

KaZdému, kdo sepiSe oslavnou basemn na hrochy o alespon 8 versich, posleme sladkou odménu.

Treti série tficatého ¢tvrtého roéniku KSP

10 bod1

34-3-1 Idealni Zadost

Kevin jiz dlouhou dobu sedi v ¢ekarné na uradé, kde
W1l mezitim stihl dostat hrozny hlad. Rad by si skocil pies
ulici ulovit néco k snédku, jenze viibec netusi, kdy se v této
podivné instituci dostane na fadu. S vidinou chutné bagety
se proto snazi vypozorovat, v jakém poradi jsou tady ob-
¢ané obsluhovani. M4 podezfeni na néjaky podivny druh
prioritni fronty.

V kancelari pracuji dva ufednici, pfed kterymi je obrovska
hromada zadosti od lidi z ¢ekarny. Kazdou zadost trva vy-
Fidit néjaky zndmy ¢as (zadany naptiklad po¢tem minut).
Ufednici jsou ale linf a nechce se jim hned vyf¥izovat zadosti,
které trvaji prilis dlouho. Kdyz si tedy urednik vybira za-
dost, zacne listovat hromadkou zadosti od vrchu a listuje
tak dlouho, dokud nenajde prvni idedlni Zadost — tak oznagc-
me zadost, po niz bezprostfedné nelezi jina zadost, kterou
by trvalo vyftidit kratsi dobu.

Oba tfednici zpracovavaji zadosti ze stejné hromady. Jak-
mile tfednik nemé co délat, najde si idealni zadost a vyridi
ji (iFednici jsou zkuSeni hledaci idealnich zddosti a tak pred-
pokladejme, Ze nalezeni idedlni zddosti trva nulovy cas).
V jednom konkrétnim case vyfizuje ufednik pravé jednu
zadost.

Pomozte Kevinovi urcit, za jak dlouho stihnou tfednici vy-

fidit vSechny zadosti, pokud se oba budou chovat podle
vyse popsanych pravidel.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Vstup: Na prvnim fadku je ¢islo N — pocet zadosti. Na dru-
hém Fadku je N celych kladnych ¢isel reprezentujici ¢asové
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naroc¢nosti jednotlivych zadosti. Prvni ¢islo predstavuje vr-
Sek hromady, posledni ¢islo jeji spodek.

Vystup: Vypiste jediné ¢islo — za kolik jednotek ¢asu budou
vsechny zadosti vyfizené.

Ukdzkovy vystup:

16

Ukazkovy vstup:

7
8652341

11 bodu

34-3-2 Faktorial

Filip dostal za tkol zjistit faktorial velkého &isla, které
m1 mu zadal Petr. Cislo je ale opravdu velké, a tak usmlou-
val, Ze misto celého faktoriadlu bude stacit spocitat pocet nul
na konci jeho zapisu. Aby to ale nemél Filip pfilis jedno-
duché, tak musi byt schopen vysledek urcit pro libovolnou
¢iselnou soustavu, kterou mu Petr zada. Pomiuzete mu s vy-
poctem?

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy vyrobite.

Vstup: Na vstupu dostanete jeden fadek s ¢isly NV a K. N je
C¢islo, jehoz faktorial Filip zkoumé, a K je zéklad cCiselné
soustavy, v niz mé pocitat. Zajimé nas, kolik nul se nachézi
na konci zapisu N! v soustavé o zakladu K.

Napriklad 7! je v desitkové soustavé 5040, coz konéi na jed-
nu nulu, ve ¢tytkové soustavé je to 1032300, coz konc¢i na
dvé nuly.

Pozor! Cislo N miize byt opravdu velké. Slibujeme ale, Ze
se vejde do 64-bitového intu, coz si zajistite naptiklad dato-
vym typem long long v jazyce C nebo pouzitim Pythonu,
ktery sam o sobé umi pracovat s velkymi ¢isly.


https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/

Vystup: Na vystup vypiste jedno ¢islo — pocet nul na konci
zapisu N! v soustavé o zékladu K.

Ukdzkovy vystup:

9

Ukdzkovy vstup:
42 10

34-3-3 Jizda tramvaji 12 bodu

Jirka jede v tramvaji po Praze, a jelikoz je tramvaj pfe-
plnéné, nemize si sednout ani se néceho chytit. Jenze, jak
tramvaj béhem cesty zrychluje a rtizné zataci, na Jirku pt-
sobi sily, které jej mohou vyhodit z rovnovéhy a povalit na
zem.

Kdyz se Jirka trochu rozkroci, dokaze snadno udrzet rovno-
vahu ve sméru ze strany na stranu. MuZzeme si predstavit,
ze takto ustoji libovolné velkou silu, kterd na néj pusobi
zleva nebo zprava. Ale pokud na néj zapusobi sila zepfedu
nebo zezadu, pak ustoji pouze sily velké nejvyse Fy. Vétsi
sila v tomto sméru povede k nemilému padu.

Nasteésti Jirka nejede cestou poprvé a dopredu vi, jaké sily
na néj budou piisobit v jakou chvili, a mize se vzdy natocit
tak, aby nespadl. Samozifejmé by se mohl vzdy natocit bo-
kem vuci sile, ale to je prilis pracné. Staci, kdyz se natoci
jen c¢astecné. Pak se sila rozlozi do ¢elniho a bo¢niho sméru,
pricemz velikost sily v ¢elnim sméru nesmi presdhnout Fj.

Nasim tkolem tak bude najit posloupnost otoceni takovou,
ze Jirka béhem jizdy nespadne a zarovei celkovy thel, o kte-
ry se bude muset v souctu otacet, je nejmensi mozny. Na
vstupu dostaneme pocet sil, velikost Fp, kterym smérem
se Jirka diva na pocatku jizdy a néasledné pro kazdou silu
v priubéhu jizdy jeji velikost a smér. Chceme vypsat sou-
¢et uhlid, o ktery se bude muset Jirka v optimalnim feSeni
otacet.

34-3-4 Hornaci a Dolnaci 12 bodu

Hercule Poirot pozoruje déni v ospalém anglickém méstec-
ku. Obyvatelé se déli na Hornidky a Dolndky. Obé skupiny
se navzajem nesnasi, takze kdyz vidite dva lidi hadat se na
ulici, muzete si byt jisti, Ze je to Hornak s Dolnakem.
Hercule si vSechny hadky peclivé zapisuje do notysku. Kdyz
se vecer vrati do hostince, prochéazi zdznamy a snazi se zjis-
tit, kdo je Hornak a kdo Dolnak. ,Sacrebleu!*, vykrikl Her-
cule, nebot zrovna zjistil, Ze pozorovani nejsou konzistentni.
M4 podezteni, ze pres vSechnu svou peclivost si jeden za-
znam zapsal Spatné. Pfijdte na to, ktery zdznam mé Hercule
skrtnout, aby zbylé zaznamy jednoznac¢né urcovaly rozdé-
leni na obé skupiny.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-3-§
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Trochu forméalnéji: obyvatelé méstecka jsou ocislovani od 1
do N, pticemz ¢islo 1 odpovida hostinskému, ktery je Hor-
ndk. Herculovy zdznamy jsou uspoiadané dvojice (z1, y1) az
(xar, ynr). Dvojice (z;,y;) popisuje, Ze obyvatelé s ¢isly z;
a y; se nékdy béhem dne pohéadali. Vystupem vaseho algo-
ritmu by méla byt jedna dvojice, kterou je potieba smazat.

34-3-X1 Dréatenici 10 bodu

Firma Dratenik a synové buduje pocitadovou sit v Kra¢me-
rové. Do jednoho domu umistili centralni router, ke kterému
chtéji pripojit vSechny ostatni domy. Mezi domy jiz nata-
hali trubky, které tak tvori neorientovany graf, a ted do
nich budou zavlékat kabely. Kazdy dim ma byt pfipojen
kabelem k centralnimu routeru. Kabel povede posloupnosti
trubek (po cesté v grafu) a neni ho mozné vétvit.

Kazdy kabel ma néjakou barvu. Aby byl v kabelech pora-
dek, smi byt v jedné trubce vice kabelid jen tehdy, maji-li
razné barvy. Barev chceme ovSem pouzit co nejméné, pro-
toze ruzové kabely se zlatymi punticky se shani dost Spat-
né ...

Vymyslete algoritmus, ktery na vstupu dostane graf trubek
mezi domy s vyznacenym routerem. Jeho vystupem bude
zaprvé minimalni mozny pocet barev, zadruhé pro kazdy
vrchol grafu informace, jakou barvu dratu pouzit k jeho
pripojeni a kudy kabel natahnout. Pro kazdou hranu grafu
pritom musi platit, Zze vSechny draty, které ji pouzivaji, maji
rizné barvy.

Napovéda

Protoze se nikomu nepodarilo tuto ulohu vyresit, rozhodli
jsme se, Ze prodlouzime jeji deadline do konce 4. série. Na-
vic vyddvame ndsledujici ndpovédu, kterd vdm snad pomize
k resent.

Pf1i feSeni této tlohy se vam muzou hodit algoritmy resici
problém tokti v siti.! Graf, ktery bude vstupem algoritmu
na toky, nemusi nutné byt ten, ktery je na vstupu tlohy.
Napriklad mutze byt i mnohem vétsi.

34-3-S Manimujeme — kamera 15 bodua

Serial je tento ro¢nik zaméfen na generovani anima-

ci pomoci Pythoni knihovny Manim a obsahuje tedy
fadu animaci, které se do formatu PDF nehodi. Proto je
dostupny pouze na webu.?

Tomds Sldma


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-3-S

Recepty z programatorské kucharky: Vyhledavaci stromy

V kuchafce prvni série jsme probrali zadkladni zptisoby ukla-
dani dat v pocitadi, tzv. datové struktury, a také ¢asto pou-
zivané programatorské techniky. Konkrétné jsme se naucili
udrzovat Cisla nebo jiné objekty v poli, ve spojovém sezna-
mu, v grafu nebo ve stromu. Ukazali jsme si rekurzi a jeji
vyuziti v backtrackingu (prostém zkouSeni vSech moznos-
ti). Déle jsme jiz nakoukli pod poklicku dalsim technikdm:
rozdél a panuj, dynamickému programovani, hladovym al-
goritmim a par dalsim.

Nyni se podivame podrobnéji na binarni vyhledavani, které
bylo rovnéz minule pfedstaveno, a pokusime se ho vylepsit,
abychom mohli pribézné ménit data, v nichz vyhledavame.
7Zda-li se vAm to na jednu kucharku malo, vézte, Ze problém
neni jednoduchy, ale zajimavy a TeSeni jsou navic v praxi
Casto pouzivana.

Nejprve vsak zopakujme binarni vyhledavani.

Binarni vyhledavani

Stejné jako minule mame obrovské pole setfidénych zazna-
mi, tfeba identifikacnich ¢isel studentd nejmenované uni-
verzity (zdznamy vSak nemusi byt isla, staci, kdyz jsou
navzajem porovnatelné). Nasim tkolem je najit zdznam z
v poli s N zaznamy x1 < 22 < ... < ZnN.

Pri pouziti binarniho vyhledavani neboli ptileni intervalu se
podivame na prostfedni zdznam x,, a porovhame s nim na-
Se z. Pokud z < z,,, vime, Ze se z nemiize vyskytovat ,na-
pravo“ od x,,, protoZe tam jsou vSechny zdznamy vétsi nez
Tm, & tim spiSe neZ z. Analogicky pokud z > x,,, nemuze se
z vyskytovat v prvni poloviné pole. V obou pfipadech nam
zbude jedna polovina a v ni budeme pokracovat stejnym
zpusobem. Tak budeme postupné ptlit interval, ve kterém
se z muZe nachazet, az budto z najdeme, nebo vyloudime
vSechny prvky, kde by mohlo byt.

Tento algoritmus miiZeme naprogramovat budto rekurziv-
né, nebo pomoci cyklu, v némz si budeme udrzovat interval
(I,7), ve kterém se hledany prvek jesté mlize nachdzet. My
si ukazeme pristup s cyklem:

def bin_najdi(z):

levy = 0

pravy = N

while levy <= pravy:
median = (levy+pravy)/2

# hledand hodnota je vlevo
if z < x[median]:

pravy = median - 1
# je vpravo
elif z > x[median]:

levy = median+1

# nas8li jsme pfimo hodnotu
else:

return median
# hledand hodnota nebyla nikde
return -1

Samoziejmé bychom pii vyhledavani zdznamu mohli byt
jesté chyttejsi. Vime-li tfeba, Ze ¢isla jsou z rozsahu 1 az
1000 a dostaneme ¢islo 900, muZeme se napied podivat do
deviti desetin pole misto do poloviny. Obecné se tedy sna-
zime odhadovat, kde bude zaznam v ramci pole podle jeho
hodnoty. Tomuto ptistupu se fika interpolacni vyhleddvani
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a v praméru je lepsi nez bindrni (primérnd éasova slozitost
je O(loglog N)), byt v nejhorsim p¥ipadé je linedrni.

Binarni vyhledavani je velmi rychlé, pokud mame moznost
si data predem setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu
programu pridavat a odebirat zaznamy, se zlou se potazeme.
Budto budeme mit zdznamy uloZené v poli a pak nezbyva
nez pii zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout“, coz
mize trvat az N krokt, anebo si je budeme udrzovat v né-
jakém seznamu, do kterého dokazeme pridavat v konstant-
nim Case, jenze pak pro zménu nebudeme pfi vyhledavani
schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:
Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vSemi moznymi cestami se miize
v nasem poli binarni vyhledavani ubirat. Na zac¢atku porov-
navame s prostfednim prvkem a podle vysledku se vydame
jednou ze dvou moZnych cest (nebo rovnou zjistime, zZe se
jedné o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy pfipad).
Na kazdé cesté nés zase ¢eka porovnani se stfedem prislus-
ného intervalu a to nas opét posle jednou ze dvou dalSich
cest atd. To si mizeme ptrehledné popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude od-
povidat celému poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému
budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici
prislusné prostfedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zna-
me tento strom, mizeme nas piilici algoritmus provadét pti-
mo podle stromu (ani k tomu nepotiebujeme vidét ptivodni
pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, po-
rovndme a podle vysledku se budto pfesuneme do levého,
nebo pravého podstromu, a tak dale. Kazdy priabéh algo-
ritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z korene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale v§imnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu
fungovalo, strom vitbec nemusel vzniknout ptilenim interva-
lu — stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, Ze vSsechny hodno-
ty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak
hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli
by také popisovaly nasledujici stromy (napf.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromt samoziejmé uz ne-
musi mit péknou logaritmickou slozitost (kdybychom hleda-
li podle ,, degenerovaného® stromu z pravého obrazku, trvalo
by to dokonce linearné). Dtlezité ale je, Ze takovéto stromy
se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pri trose Sikov-
nosti mizeme udrzet dostateéné podobné idealnimu ptleni
intervalu. Pak bude hloubka stromu stale O(log N), tim péa-
dem i Casova slozitost hledani, a jak za chvilku uvidime, i
mnohych dalsich operaci.



Definice

Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme pravé vy-
mysleli:

Binarni vyhleddvaci strom (podomécku BVS) je bud prézd-
na mnozina, nebo koren obsahujici jednu hodnotu a majici
dva podstromy (levy a pravy). Tyto podstromy jsou opét
BVS, ovsem takové, Zze vSechny hodnoty uloZené v levém
podstromu jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak
mensi nez vsechny hodnoty ulozené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy
podstrom, pak kofenim téchto podstromi (pokud nejsou
prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu z a na-
opak vrcholu x budeme fikat otec téchto synt. Pokud je
néktery z podstromt prazdny, pak vrchol z pfislusného sy-
na nemad. Vrcholu, ktery nemé zadné syny, budeme fikat
list vyhledavaciho stromu. VSimnéte si, ze pokud x ma jen
jediného syna, musime stale rozliSovat, je-li to syn levy,
nebo pravy, protoze potfebujeme udrZzet spravné uspora-
dani hodnot. Také si vS§imnéte, ze pokud zname syny kaz-
dého vrcholu, miizeme jiz rekonstruovat vSechny podstro-
my.

Kazdy BVS také mtzeme popsat velmi jednoduchou struk-
turou v pameéti:

struct vrchol {
struct vrchol *levy, *pravy; // synové
int x; // hodnota ve vrcholu

};

Pokud néktery ze synd neexistuje, zapiSeme do prislusné
polozky hodnotu NULL.

Hledani

V fe¢i BVS muzeme preformulovat nas vyhledavaci algorit-
mus takto:

# Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
# ve kterém se hodnota nachazi, nebo None, kdyz
# ve stromu neni.
def strom_najdi(vrchol, x):
while (v != None) and (vrchol.x != x):
if x < vrchol.x:

vrchol = vrchol.levy
else:
vrchol = vrchol.pravy

return vrchol

Funkce strom najdi bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je
hloubka stromu, protoze zacina v koteni a v kazdém pri-
chodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Vkladani

Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz
bychom se ted starali o to, zda tim strom nemtize degene-
rovat)? Staéi zkusit hodnotu najit, a pokud tam jesté neby-
la, urcité pri hledani narazime na odbocku, ktera je NULL.
A presné na toto misto pfipojime nové vytvofeny vrchol,
aby byl spravné uspofadan vzhledem k ostatnim vrcholim
(Zze tomu tak je, plyne z toho, ze pfi hledéni jsme postup-
né vyloudili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota byt
nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si uka-
zeme rekurzivni zachazeni se stromy:

# Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni,
# vrati novy kofen

def strom_vloz(vrchol, x):
# prazdny strom
if vrchol is None:
# zalozZzime novy koten
vrchol = Vrchol()
vrchol.levy = None
vrchol.pravy = None
vrchol.x = x
elif x < vrchol.x
# vkladame vlevo
vrchol.levy = strom_vloz(vrchol.levy, x)
elif x > vrchol.x:
# vkladame vpravo
vrchol.pravy = strom_vloz(vrchol.pravy, x)
return vrchol

Mazani

Mazani bude o kousi¢ek pracnéjsi, musime totiz rozlisit tii
ptipady: Pokud je mazany vrchol list, sta¢i ho vyménit za
NULL. Pokud ma pravé jednoho syna, staci nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna pfepojit k otci v. Ale pokud
ma syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstro-
mu (tu najdeme tak, ze ptijdeme jednou doleva a pak porad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcho-
lu a v levém podstromu ji pak smaZeme (coZ uz umime,
protoze ma 1 nebo 0 syni). Program nésleduje:

def strom_vymaz(vrchol, x):
if vrchol is None:
# prazdny strom
return vrchol
elif x < vrchol.x:
# hledame x
vrchol.levy = strom_vymaz(vrchol.levy, x)
elif x > vrchol.x:
vrchol.pravy = strom_vymaz(vrchol.pravy, x)
else:
# nasli jsme x, jaké mad syny?

if (vrchol.levy is None) and (vrchol.pravy is None

return None
elif vrchol.levy is None:
# md jen pravého syna
return vrchol.pravy
elif vrchol.pravy is Nonme:
# ma jen levého syna
return vrchol.levy
else:
# m& oba syny
w = vrchol.levy
while not w.pravy is None:
W = W.pravy
vrchol.x # prohazujeme
# maZeme pivodni max(L)
vrchol.levy=strom_vymaz(vrchol.levy, w.x)
return v

W.X

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime ptridavat
nebo z néj odebirat prvky, dopadne to takto:



e Insert 1 e e Delete 4 @

(5)
e Delete 2 @
@ ©

(1)
e Delete 5 @
@ ©

Jak vkladani, tak mazani opét budou trvat O(h), kde h
je hloubka stromu. Ale pozor, jejich pouzivanim muze h
nekontrolovatelné rist (v zavislosti na po¢tu prvki ve stro-
mu).

Cviceni

e Zkuste najit néjaky priklad, kdy h dosahne az N — pfi po-
stupném budovani stromu operacemi vkladani i pfi ma-
zani ze stromu hloubky O(log N).

Prochazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSsechny hodnoty ve stromu vypsat,
staél strom rekurzivné projit a sama definice uspofadani
hodnot ve stromu nam zajisti, ze hodnoty vypiSeme ve vze-
stupném poradi: nejdiive levy podstrom, pak kofen a pak
podstrom pravy. Casova sloZitost je, jak se snadno nahléd-
ne, linearni, protoze stravime konstantni ¢as vypisovanim
kazdého prvku a prvku je pravé N. Program bude opét
primocary:

def strom_ukaz(vrchol):
if vrchol is None:
return
print("({PO{F{P) " . format (
strom_ukaz(vrchol.levy),
vrchol.x,
strom_ukaz(vrchol.pravy)

))

Vyvazené stromy

S bindrnimi stromy lze délat vselijaké kouzla a prakticky
vSechny stromové algoritmy maji spolecné to, Ze jejich ca-
sové slozitost je linedrni v hloubce stromu. (Pravda, pravé
ten posledni je vyjimka, le¢ vSechny prvky rychleji nez li-
nedrné s N opravdu nevypiSeme.)

Jenze jak jsme vid€li, neopatrnym insertovanim a deletova-
nim prvki mohou snadno vznikat vselijaké degenerované
stromy, které maji linedrni hloubku. Abychom tomu za-
bréanili, musime stromy vyvaZovat. To znamend definovat
si néjaké sikovné omezeni na tvar stromu, aby hloubka by-
la vzdy O(log N). Moznosti je mnoho, my uvedeme jen ty

vz

nejdulezitéjsi:

Dokonale vyvdzZeny budeme fikat takovému stromu, ve kte-
rém pro kazdy vrchol plati, ze pocet vrcholt v jeho levém a
pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku. Takové stro-
my kopiruji déleni na poloviny pfi bindrnim vyhledavani,
a proto maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im se
lisi, je, ze mohou zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas
ptlici algoritmus zaokrouhloval polovinu vzdy dolu, takze
levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez pravy.

Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci piliciho algo-
ritmu da dokonale vyvazeny BVS v linedrnim c¢ase vytvorit
ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a Deletu neda
v logaritmickém case strom znovu vyvazit.

AVL stromy

Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vy-
zadovat, aby se u kazdého vrcholu lisily o jednicku nikoliv
velikosti podstromt, nybrz pouze jejich hloubky. Takovym
stromum se fikd AVL stromy a mohou vypadat tfeba takto:

Ao

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale
jak je vidét na predchozim obrazku, opacné to platit nemu-
si. To, ze hloubka AVL stromi je také logaritmicka, proto
neni Gplné zfejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech mé hloubku O(log N).

Diikaz: Oznacme Ay nejmensi mozny pocet vrchold, ja-

ky muaze byt v AVL stromu hloubky d. Snadno zjistime,
7e Ay =1, Ay =2, A3 = 4 a Ay = 7 (ptislusné minim4l-
ni stromy najdete na predchozim obrézku). Navic plati, Ze
Ag = 1+ Ag_1 + Ag_o, protoze kazdy minimdalni strom
hloubky d musi mit kofen a 2 podstromy, které budou opét
minimélni, protoze jinak bychom je mohli vyménit za mini-
malni a tim snizit pocet vrcholi celého stromu. Navic ale-
spofi jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze
jinak by hloubka celého stromu nebyla d) a druhy hloubku
d—2 (podle definice AVL stromu mtize mit d—1 nebo d—2,
ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrcholit).

Spocitat, kolik pfesné je Ay, neni tplné snadné. Nam vSak
postacéi dokazat, ze Ag > 2%/2. To provedeme indukci: Pro
d < 4 to plyne z ru¢né spocitanych hodnot. Pro d > 4 je
Ad — 1+Ad71+Ad72 > 2(d—1)/2_~_2(d—2)/2 — 2d/2.(2—1/2+
271) > 24/2 (soucet é&isel v zavorce je ~ 1.207).

Jakmile uz vime, ze Ay roste s d alespon exponencialné,
tedy ze 3¢ : Ag > c?, dikaz je u konce: Mame-li AVL
strom T na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu 7" mize byt maximéalné d, protoze
jinak by T musel mit alesponi A4y1 vrcholi, ale to je vice
nez N. A jelikoz A, rostou exponencidlng, je d < log, N,
¢ilid = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak
provadét Insert a Delete tak, aby strom zistal vyvazeny.
Nemtizeme si totiz dovolit strukturu stromu meénit libovol-
né — stale musime dodrzovat spravné uspotradani hodnot.
K tomu se nam bude hodit zavést si néjakou mnozinu ope-
raci, o kterych dokazeme, Ze jsou korektni, a pak strukturu
stromu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou to
rotace a dvojrotace.



Rotace

Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého podstromu)
nazveme jeho ,piekofenéni za nékterého ze synt kofene.
Misto forméalni definice ukazme radéji obrazek (trojihelnik
zastupuje podstrom, ktery mize byt v nékterych pripadech
i prazdny):

e

Strom jsme pfekofenili za vrchol y a pfepojili jednotlivé
podstromy tak, aby byly vzhledem k x a y opét uspora-
dané spravné (vSimnéte si, Ze je jen jediny zpusob, jak to
udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otocilo“ po sméru
hodinovych rucicek, fika se takové operaci rotace doprava.
Inverzni operaci (tj. pfekofenéni za pravého syna kofene) se
tika rotace doleva a na nasem obrazku odpovida pfechodu
zprava doleva.

Dvojrotace

Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyZz provedeme dvé
rotace nad sebou lisici se smérem (tj. jednu levou a jed-
nu pravou nebo opa¢né). Tomu se ¥k dvojrotace a jejim
vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka kofene pii-
pojeného ,cikcak®“. Radéji opét predvedeme na obrazku:

Znaménka

Pri vyvazovani se ndm bude hodit pamatovat si u kazdého
vrcholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho podstromt. To-
mu budeme Fikat znaménko vrcholu a bude budto 0, jsou-li
oba stejné hluboké, — pro levy podstrom hlubsi, nebo +
pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka, respektive
vrcholy se znaménky znacit ®, © a ®.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a
pravou stranu), znaménka se zméni na opatnd (® a © se
prohodi, ® ztstane). Toho budeme ¢asto vyuzivat a ze dvou
zrcadloveé symetrickych situaci popiseme jenom jednu s tim,
ze druhé se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcho-
lu. To mtZeme zafidit budto tak, Ze si do zdznamu popi-
sujicich vrcholy stromu pridame jesté ukazatele na otce a
budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, anebo
vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli néku-
dy pfijit z kofene, a celou cestu z kofene si zapamatujeme
v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz
s chuti do toho.

VyvaZovani po Insertu

Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popisovali u obec-
nych vyhledavacich stromt, pfibyde nam ve stromu list. Po-
kud se tim AVL vyvazenost neporusila, sta¢i pouze opravit
znaménka na cesté z nového listu do kofene (vSude jinde
zustala zachovana). Paklize porusila, musime s tim néco
provést, konkrétné ji Sikovné zvolenymi rotacemi opravit.
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PopiSeme algoritmus, ktery bude postupovat od listu ke ko-
feni a vSe potiebné zafidi.

Nejprve pridani listu samotné:

T B

Pokud jsme pfidali list (bez Gjmy na obecnosti levy, ji-
nak vyfesime zrcadlové) vrcholu se znaménkem ©, zménime
znaménko na © a posleme o patro vys informaci o tom, ze
hloubka podstromu se zvysila (to budeme znaéit Sipkou).
Pridali-li jsme list k &, zméni se na ® a hloubka podstro-
mu se neméni, takze mizeme skoncit.

Nyni rozebereme piipady, které mohou nastat na vyssich
hladinach, kdyz ndm z néjakého podstromu pfijde Sipka.
Opét budeme predpokladat, Ze ptisla zleva; pokud zprava,
vyfesime zrcadlové. Pokud prisla do ® nebo @, oSetiime to
stejné jako pfi pridani listu:

i feh

Pokud ale vrchol x méa znaménko ©, nastanou potize: levy
podstrom ma ted hloubku o 2 vyssi nez pravy, takze musime
rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je znaménko
vrcholu y pod Sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést.
Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to do-
padne s hloubkami, jsme prikreslili do obrazku — pokud si
hloubku podstromu A oznacime jako h, B musi mit hloub-
ku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout,
Ze v x jsme jeSté © nepfepoditali (vede tam pieci Sipka),
takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom o 2 hladiny hlub-
§i nez pravy (ptvodni hloubky jsme na obrazku naznaéili
[v zavorkach]). Po zrotovani vyjdou u = i y znaménka © a
celkova hloubka se nezméni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvoj-
rotaci. (NemiZe se ndm stat, Ze by z neexistovalo, protoze
jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete na obréz-
ku. Jelikoz z muze mit libovolné znaménko, jsou hloubky
podstromi B a C' budto h, nebo h — 1, coz znaéime h~.
Podle toho pak vyjdou znaménka vrcholtt x a y po rotaci.



Kazdopadné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova hloubka se
neméni, takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyfesime velmi
snadno: vSimneme si, Ze nemiiZe nastat. Kdykoliv totiz po-
sildme $ipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni otdzka: jak
to, Ze @ muZze nastat?)

popsat par obrazky. Nejdiive opét rozebereme zékladni si-
tuace: odebirdme list (bez (jmy na obecnosti (BUNO) levy)
nebo vnitini vrchol s jedingm synem (tehdy ale musi byt
jeho jediny syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

P

Sipkou dolii zna¢ime, Ze o patro vys posildme informaci
o tom, Ze se hloubka podstromu snizila o 1. Pokud Sipku
dostane vrchol typu © nebo ®, vyfesime to snadno:

b feok

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy sipku do-
stane @. Tehdy se musime podivat na znaménko opacného
syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, Ze opa¢ny syn
ma @:

[h+ 3] +

[h+1 + h+2
"o\ o\

h h+1

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova
hloubka stromu se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat
Sipku o patro vys.

Pokud by y byl ®:

h+1 h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze cel-
kova hloubka se nezménila.

Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, Zze by y byl &:

V tomto piipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje,
jelikoz y je typu &), vrcholy x a y obdrzi znaménka v za-
vislosti na pivodnim znaménku vrcholu z a cely strom se
snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end

Jak pii Insertu, tak pii Deletu se ndm podafilo strom upra-
vit tak, aby byl opét AVL stromem, a trvalo ndm to linedrné
s hloubkou stromu (kondme konstantni praci na kazdé hla-
ding), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete samotny. Jenze
0o AVL stromech jsme jiz dokazali, ze maji hloubku vzdy
logaritmickou, takze jak hledani, tak Insert a Delete zvlad-
neme v logaritmickém ¢ase (vzhledem k aktudlnimu poétu
prvka ve stromu,).

Dalsi typy stromm

AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpusob, jak zavést
stromovou datovou strukturu s logaritmicky rychlymi ope-
racemi. Jaké jsou dalsi?

2-3-stromy nemaji v jednom vrcholu uloZenu jednu hod-
notu, nybrz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo 3,
odtud nézev). Pfiddme navic pravidlo, Ze v8echny listy jsou
na téze hladiné. Hloubka vyjde logaritmicka, vyvazovani fe-
$ime pomoci spojovani a rozdélovani vrcholu.

Cerveno-cerné stromy si misto znamének vrcholy barvi.
Kazdy je budto ¢erveny nebo éerny a plati, Ze nikdy nejsou
dva cervené vrcholy pod sebou a Ze na kazdé cesté z kote-
ne do listu je stejny pocet ¢ernych vrchola. Hloubka je pak
znovu logaritmicka.

Po Insertu a Deletu barvy opravujeme rotovanim a prebar-
vovanim na cesté do kofene, jen je potreba rozebrat pod-
statné vice pfipadd neZ u AVL stromt. (Za to jsme ale
odménéni tim, Ze nikdy nedélame vice nez 2 rotace.) Po-
Cet pripadu k rozebrani lze omezit zpfisnénim podminek
na umisténi ¢ervenych vrcholi — dvéma riznym takovym
zpiisnénim se Fikd AA-stromy a left-leaning cerveno-céerné
stromy.

Interpretujeme-li Cervené vrcholy jako rozsifeni otcovského
vrcholu o dalsi hodnoty, pochopime, Ze jsou cCerveno-cerné
stromy jen jinym zptsobem zaznamu 2-4-stromi. Pro¢ se
takovy krypticky preklad déla? S tfemi potomky vrcholu a
dvéma hodnotami se pracuje nesikovné.

V pripadé splay stromi nezavadime zadnou vyvazovaci pod-
minku, nybrz definujeme, Ze kdykoliv pracujeme s néjakym
vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do korene, a pokud to jde,
preferujeme dvojrotace. Takové operaci se fika Splay a daji
se pomoci ni definovat operace ostatni: Find hodnotu najde
a poté na ni zavola Splay. Insert si nechd vysplayovat pred-
chtidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi predchidce
a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak
uvnitf pravého podstromu vysplayuje minimum, takze bude
mit jen jednoho syna a muZzeme jim tedy nahradit mazany
prvek v kofeni.



Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné
dlouho, ale d& se o nich dokazat, ze jejich amortizovand
slozitost je vzdy O(log N). Tim chceme ¥ici, Ze provést ¢ po
sobé jdoucich operaci za¢inajicich prazdnym stromem trva
O(t - log N) (nékteré operace mohou byt pomalejsi, ale to
je vykoupeno véts{ rychlosti jinych).

To u vétsiny pouziti staci — datovou strukturu obvykle pou-
zivame uvnitt néjakého algoritmu a zajima nés, jak dlouho
bézi vsechny operace dohromady — a navic je Splay stromy
daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované stro-
my. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlastnosti: pfi-
zpusobuji svilj tvar ¢etnostem hledani, takze casto hledané
prvky jsou pak bliz ke kofeni, snadno se daji rozdélovat
a spojovat, atd.

Treapy jsou randomizované vyvazované stromy: néco mezi
stromem (tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfitadime
vdhu, coz je ndhodné ¢islo z intervalu (0, 1). Strom pak udr-
zujeme usporadany stromové podle hodnot a haldové podle
vah (vSimnéte si, Ze tim je jeho tvar uréen jednoznacné,
pokud tedy jsou vSechny vahy navzijem rtizné, coz skoro
jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové uspofadéani vel-
mi jednoduse pomoci rotaci. Casové sloZitost v primérném
pripadé je O(log N).

BB-« stromy nabizi zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym
smeérem: zvolime si vhodné ¢islo a a vyzadujeme, aby se ve-
likost podstromu kazdého vrcholu lisila maximalné a-krat
(prézdné podstromy néjak oSetfime, abychom nedélili nu-
lou; dokonalé vyvéaZzenost odpovidd o = 1 (aZ na zaokrouh-
lovani)). V kazdém vrcholu si budeme pamatovat, kolik vr-
cholti obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a
Deletu prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene
a zkontrolujeme, jestli je strom jesté stale a-vyvazeny.

Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém se velikos-
ti podstromu prilis lisi, a vSe od tohoto mista doli zno-
vu vytvofime algoritmem na vyrobu dokonale vyvazenych
stromti. Ten, pravda, bézi v linearnim case, ale ¢im vétsi
podstrom pifebudovivame, tim to délame méné casto, tak-
7e vyjde opét amortizované O(log N) na operaci.

Cviceni

e Jak konstruovat dokonale vyvazené stromy?

e Jak pomoci toho naprogramovat BB-a stromy?

e Najdéte algoritmus, ktery k prvku v obecném vyhledava-
cim stromu najde jeho naslednika, coz je prvek s nejblizsi
vyssi hodnotou (zde pfedpokladejte, Ze ke kazdému prv-
ku mate ulozeny ukazatel na jeho otce).

e Jak vypsat cely strom tak, ze za¢nete v minimu a budete
postupné hledat nésledniky? (I kdyZ nalezeni néslednika
muze trvat az O(h), vSimnéte si, Ze projiti celého stromu
pfes nésledniky bude linedrni.)

e Jak do vrchold stromu ukladat rtizné pomocné informace,
jako tfeba pocet vrcholid v podstromu kazdého vrcholu, a
jak tyto informace pfi operacich se stromem (pfi Insertu,
Deletu, rotaci) udrzovat?

e UkaZte, Ze lze libovolny interval {(a, b) rozlozit na logarit-
micky mnoho intervali odpovidajicich podstromim vy-
vazeného stromu.

e Ukazte, ze zkombinovanim predchozich dvou cviceni lze
odpovidat i na otazky typu ,kolik si strom pamatuje hod-
not ze zadaného intervalu“ v logaritmickém case ...

Poznamky

e Predstavte si, Ze budujete binarni vyhledavaci strom po-
moci vkladani prvka v ndhodném poradi. Obecné nemusi
byt vyvazeny, ale v priméru v ném bude mozné vyhleda-
vat v éase O(log N). Zadny div: Stromy, které nam vznik-
nou, odpovidaji pfesné moznym priabéhim QuickSortu,
ktery ma pramérnou ¢asovou slozitost O(N log N).

e Pokud bychom pripustili, ze se mohou vyskytnout dva
stejné zaznamy, budou stromy stale fungovat, jen si musi-
me dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno pri operacich
se stromem miize nastat.

e Jakpak ptisly AVL stromy ke svému jménu? Podle Adel-
sona-Velského a Landise, ktefi je vynalezli.

® Rekurenci Ay =14+ A3 1+ Ag2, A1 =1, As = 2 pro
velikosti minimélnich AVL stromt je samozfejmé mozné
vyfesit i presné. Zadné prekvapeni se nekond, objevi se
totiz stard znama Fibonacciho &isla: A,, = Fj, 19 — 1.

Martin ,Medvéd“ Mares & Tomds Valla
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