Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

| 31. roénik

KSP

Bfezen 2019 |

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Prave drzite v rukou letdk s feSenimi tiloh tieti série. Pojdte se podivat, jak se daly fesit tilohy, které

jsme si na vas vymysleli.

Pripominame, Ze od letoska jsou feseni kazdé série rozdélena na dvé c¢asti: na samotna autorska
feSeni, kterda vydavame brzy po terminu série a jejichz treti varku najdete v tomto letdku, a na
komentate k doslym fesenim, kterd vydavame az po opraveni vasich feSeni.

Pokud se vam cokoliv nezda nebo mate néjaky dotaz, nevahejte se ozvat na nasem féru nebo emailem

na znamou adresu.

Vzorova resSeni treti série tficatého prvniho roéniku KSP

31-3-1 Shanéni latky

Efektivni feSeni této tlohy sice bude spocivat v néjaké pred-
pocitané struktufe, ale pojdme se pro zacatek podivat, jak
by se dala tiloha vytesit bez predvypoctu, jenom pro jediny
vstup. Mame tradi¢ni ohodnoceny graf, potfebujeme v ném
najit co nejlevnéjsi cesty do specidlnich vrcholt a pak si vy-
brat vrchol a cestu, které nas v sou¢tu vyjdou nejvyhodnéji.

Asi uZ znate Dijkstruv algoritmus na hledani nejkratsi ces-
ty. To, jestli hleddme nejlevnéjsi, nebo casové nejkratsi ces-
tu, nas nemusi trapit, algoritmu je jedno, jak budeme tikat
,vaze“ hran. Podstatné je, ze nam najde cestu s minimal-
nim souc¢tem cen. Pak muzeme jednoduse spustit Dijkstru
pro kazdy obchod, spocitat si, kolik nas bude celkem stat
latka i s cestou, a pak najit minimum v seznamu.

Protoze ale prohleddame graf pro kazdy obchod, dostane-
me se alespoii na kvadratickou slozitost. Prohledavani grafu
Dijkstrovym algoritmem ale délame porad dokola ze stejné-
ho vychoziho vrcholu, coz se d4 pomérné jednoduse vsechno
sloucit do jednoho béhu. Dijkstriv algoritmus totiz v prvni
fazi stejné prochazi postupné vrcholy od nejblizsiho po nej-
vzdalenéjsi a pfifazuje jim vzdalenosti. Takze ho spustime
z vychoziho vrcholu a vytahneme si vzdalenosti ke vsem vr-
cholim. To nam zabere O((N + M)log N) &asu, kde N je
pocet vrcholti a M pocet hran, a ziskdme tim vzdalenostni
mapu, kterou budeme moct pouzivat pro kazdy dalsi dotaz.

KdyZz méame pro kazdy obchod informaci, kolik stoji cesta a
kolik stoji latka, tak staci vSechny linearné projit, spocitat
celkovou cenu a ur¢it minimum. Dostali jsme se tim na
O((N + M)log N) ¢asu na inicializaci plus O(N) na kazdy
dotaz.

Lepsi vyhledavani

Mizeme vSak prepocitané ceny v obchodech jesté chytie

1=

usporadat, abychom v nich mohli bindrné vyhledavat. Pro
zacatek si setfidme sestupné pole s obchody podle ceny za
jednotku. Plati totiz, ze kdyz se ndm pro néjaké mnozstvi
latky vyplati nakoupit za cenu Cy, tak pro vétsi mnozstvi
latky se vyplati jednotkova cena Cs > (7. Kdyby se nam
totiz po zvednuti mnozstvi latky vyplatilo najednou na-
koupit u néjakého obchodnika s vyssi sazbou, tak musi byt
bliz, a tak neni divod u néj nenakoupit uz predtim. I kdyz
si je ale setfidime podle jednotkové ceny, tak se v seznamu
binarné hledat neda, protoze vzdalenosti miazou byt iplné
rizné a tedy i celkové ceny.

Protoze ale vime, Ze se zvysujicim se mnozstvim latky se po-
stupné posouvame k obchodniktim s mensi sazbou, mizeme
si predpocitat pro kazdého obchodnika, v jakém intervalu
mnozstvi se ndm vyplati vyuzit jeho sluzeb. Udélat se to
déa postupnym nacitanim — nejdfive si vezmeme obchodni-
ka s nejhorsi sazbou a budeme prozatim predpokladat, ze
se nam vyplati u néj nakoupit vzdy. Pak vezmeme dalsiho
v poradi a bud je novy obchodnik vyhodnéjsi vzdy, nebo na-
jdeme bod, kdy jsou stejné drazi. Pokud je novy obchodnik
vyhodnéjsi ve vSech pfipadech (na celém intervalu, kde byl
vyhodny ten pfedchozi), tak toho pfedchoziho tiplné ode-
bereme. Pokud ne, tak vezmeme ten bod, kde jsou stejné
drazi, ukon¢ime interval pfedchoziho obchodnika a zac¢ne-
me interval toho nového. Bod, kde se rovnaji ceny, najdeme
vyfesenim jednoduché linearni rovnice di +c¢1-x = da+co -,
coz vyjde x = (dy — dz2)/(ca — ¢1)

Ve zjednoduseném kédu by mohla tato logika vypadat asi
takto:

while True:
stara cena
aktalni cena

d2 + c2 * zacCatek intervalu
dl + d2 * zacatek intervalu

if stard cena < aktudlni cena:
break

result.pop()

zadatek intervalu = (d_1 - d_2)/(c_2 - c_1)
result.push(zagatek intervalu, obchod)

Pokud byste radsi verzi, ktera fesi okrajové pripady a da se
spustit, tak se muzZete podivat do prilozeného programu.

Zbyva nam doresit, jak v seznamu hledat a jakou to ma
slozitost. Protoze pfi vypoctu si spocitame, od jakého mis-
ta se nam vyplati vyuzit daného obchodnika, staci si tyto
hranice zapsat do pole a pak v nich binarné vyhledavat
nejblizsi mensi hranici. Pokud mate néjakou oblibenou da-



tovou strukturu na hledani nejblizsiho mensiho prvku, tak
ji samoziejmé muzete taky pouzit.

Casové nas piedpocitani vyjde na O((N + M)log N), kde
N je pocet vrchold a M pocet hran. Nejfive je potfeba jed-
nou mapu prohledat Dijkstrovym algoritmem, pak najit,
jak daleko jsou obchody, settidit si je a nakonec je vSechny
projit a sestavit z nich seznam intervald. Jediny zadrhel je,
Ze pri sestavovani také v cyklu odebirdme ptfedchozi nevy-
hodné nabidky, takze to nemusi byt hotové v konstantnim
Case na operaci. Staci si ale uvédomit, ze v kazdém pricho-
du pridavame jen jeden novy interval a vickrat ho urcité
odebirat nebudeme. Dohromady se to tedy také poscita na
O(N) casu. Navic je dobré, ze na cely pfedvypocet ndm
staci linedrné paméti. V datové strukture, kterou si drzime
celou dobu, mame ulozené jen obchody, které mizou byt
v néjaké situaci vyhodné, coz by v praxi asi byla docela
mala c¢ast. Jedno vyhledani bindrnim vyhleddvanim bude
(nepiili§ prekvapivé) trvat O(log N).

Program (Rust):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-1.rq

Standa Lukes

31-3-2 Cenngéjsi nahrdelnik

sousedy prosté tak, Ze se podivame v tomto usporadaném
poli na index o jedna nizsi a o jedna vyssi.

Tato dvé setfizeni muZeme provést zaroveinl. Primarné fi-
gurky setfidime podle soutradnice fadku, sekundarné pak
podle soutadnice sloupce. Takové usporadani, kde tfidime
primérné podle jednoho kritéria a sekundarné podle jiného,
se nazyva lexikografické. Nyni nam staci projit setfizené po-
le a pro kazdou bilou figurku se podivat na jeji dva sousedy
a rozhodnout, zda ji neohrozuji. Také musime dat pozor na
to, Ze sousedni figurky v setfizeném poli figurek se nemusi
nachéazet na stejném radku. Pokud je soused bile figurky na
jiném fadku, znamena to, ze v daném sméru se uz na stej-
ném Fadku nenachdazi zadné figurky. Také si vSimnéme, Ze
timto usporadanim najdeme vsechny takové figurky, které
bile ohrozuji ne jen z jednoho sméru z osmi, ale ze dvou
(zprava i zleva).

Kompletni feSeni pro kazdou ze ¢tyf ,0s“ (doleva-doprava,
nahoru-dolti, diagonalné doprava nahoru, diagonélné do-
prava dolt) lexikograficky figurky usporadd, uspotrddané
pole v linedrnim case projde a pro kazdou bilou figurku ur-
¢i, zda je ohrozovana. Toto FeSeni mé tedy ¢asovou slozitost
O(nlogn).

Program (C):

Termin této ulohy jsme kvili nejasnosti v zaddani posunuli
aZ na 11. brezna. Jeji resent se zde objevi krdtce poté.

31-3-3 Prebirani hrachu

Pro kazdou z bilych figurek chceme zjistit, zda je ohrozo-
vana aspon jednou Cernou. Muzeme zkusit vyzkouSet pro
kazdou dvojici bilé a ¢erné figurky, zda se ohrozuji. Téch-
to dvojic je ovSem az kvadraticky mnoho a navic se nam
mize stat, ze i kdyz by se dvojice ohrozovala, tak se mezi
nimi nachézi dalsi figurka, kterd Cerné figurce z nasi dvoji-
ce prekazi ve vyhledu a znemoznuje ji bilou figurku sebrat.
Protoze ovérit, zda dvojici nepiekazi ve vyhledu dalsi figur-
ka, trva linedrné dlouho, toto feseni je O(n?).

Jelikoz ¢erné figurky jsou pouze véze a stielci, bilé figurky
mohou byt ohrozeny pouze z dohromady osmi sméri, kte-
rymi se éerné dokézou pohybovat. Reseni mizeme vylepsit
tim, Ze budeme zjistovat, zda je bila figurka ohroZzena, pro
kazdy smér zvl4st. Napiiklad pokud chceme pro kazdou bi-
lou figurku zjistit, zda je ohroZena zleva nebo zprava, staci
nam uvazovat pouze ty figurky, které lezi na stejném Fadku.
Navic kazd4 figurka ma na svém fadku nejvyse dva sousedy,
jednoho zleva, druhého zprava. Stac¢i nam uvazovat jen tyto
sousedy, protoze budou vsem ostatnim figurkam na fadku
prekazet ve vyhledu. Pro kazdou z linearné mnoho bilych
figurek tedy v linedrnim Case najdeme ty figurky, které s ni-
mi sdili fadek (pro ostatni sméry ty, které sdili sloupec ¢i
diagonélu), v linedrnim c¢ase najdeme mezi nimi dva nej-
blizsi sousedy bilé figurky a pro ty vyzkousime, zda figurku
neohrozuji, to jest zda se jedna o ¢erné figurky a jestli jsou
typu, ktery se umi v tomto sméru pohybovat. Celkové je
toto feseni O(n - (n +n)), tedy O(n?).

Abychom uméli rychle zjistit, které figurky lezi na stejném
rfadku, muzeme si nejprve vSechny figurky seradit podle je-
jich soufadnice fadku. V sefazeném seznamu figurek lezi
figurky na stejném fadku vedle sebe. Pokud bychom navic
vzali vSechny figurky na stejném fadku a sefadili je podle
soufadnice sloupce a ulozili do néjakého pole, budeme je
mit usporadané v tom poradi, v jakém lezi na fadku za se-
bou. Pro libovolnou figurku na fadku tedy umime najit jeji

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-3.4

Kuba Pelc

31-3-4 Dlazdéni salu

Uloha je napadné podobna . V zacdatecnické verzi
jsme se ale ptali na jednorddkovd dldZdéni — v Te€i nasi

~evs

horni a dolni barvu, protoze to u jednoradkové verze neni
zajimavé.
Pfevod na jednoiadkovou verzi

Ukéazeme, ze tloha s obecnym K se dd na pripad K = 1
prevést. Predvedeme, jak z kazdého zadéni dlohy (barva
stén plus sada dlazdic) vyrobime néjaké jiné zadani tak,
aby v nové tloze Sel vydlazdit sal 1 x N pravé tehdy, kdyz
v té staré jde vydlazdit sal K x N.

41

Barvy muZeme rozdélit na ,vodorovné“ a ,svislé“ (vodo-
rovné se nachézeji na levé a pravé strané dlazdicek, svislé
na horni a dolni; oba druhy barev spolu nijak neinteragu-
ji). Svislé barvy v nové tiloze budou stejné jako v ptivodni.
Nové vodorovné barvy budou usporadané K-tice starych
barev (bude jich exponencidlné mnoho, ale to ndm nevadi,
protoZe slozitost nas zajim4 jen vzhledem k N).

Nové dlazdicky budou odpovidat ,sloupeckim® K starych
dlazdic pod sebou. Uvéazime vSechny takové sloupecky, které
na sebe spravné navazuji svislymi barvami a navic nejho-
fejsi a nejdolejsi svisla barva odpovidaji barvé horni a dolni
stény. Pro kazdy takovy sloupecek pridame novou dlazdici,
jejiz leva a prava barva budou odpovidat K-ticim barev na
levé a pravé strané sloupecku; na horni a dolni barve viibec
nezalezi. Levéa sténa v nové tloze bude obarvena K-tici, kte-
ra jen zopakuje barvu staré levé stény. Podobné pro pravou
sténu.

Korektni dlazdéni v nové tloze tedy bude odpovidat korekt-
nimu dldzdéni v té staré, pricemz kazda dlazdicka nového
dlazdéni bude kédovat sloupec K dlazdi¢ek ve starém. Pro
aplnost dodejme, #e pro B barev mohlo vzniknout az B2X
novych dlazdic, ale to je vzhledem k N konstanta.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-1.rs
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-3.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z2-6

Dynamické programovani

Ulohu jsme tspésné pielozili na jednofadkovou, takze mi-
Zeme rovnou aplikovat [vzorové ieseni 31-Z2-6. Pro tplnost
ho prevypravime.

Pouzijeme dynamické programovani. Postupné budeme pro
i =0,..., N pocitat mnoziny S; barev, kterymi muze koncit
dlazdéni nejlevéjsich i policek sédlu. Mnozina Sy evidentné
obsahuje jen barvu levé stény. A kdykoliv zndme .S;_1, mi-
zeme snadno sestrojit S;: barvu b tam dame, pokud existuje
dlazdice, kterda méa napravo barvu b a nalevo néjakou barvu
z S;_1. AZ spoCitdme mnozinu Sy, stac¢i se podivat, zda
v ni lezi barva pravé stény. Hotovo.

Jelikoz pocet barev a pocet dlazdic povazujeme za kon-
stanty, kazdou S; dokdZeme spocitat v konstantnim cCase.
Celkem tedy tento algoritmus pracuje v ¢ase O(N).

Pokud nés zajima i to, jak néjaké korektni dldzdéni vypada,
miizeme ho sestrojit zpétnym prichodem (to je u dynamic-
kého programovani obvykly trik). Pokud dlazdéni existu-
je, lezi barva pravé stény py v Sy. Jak se tam dostala?
Musela existovat néjaka dlazdice, kterd mé napravo bar-
vy py a nalevo néjakou barvu py_1 € Sy_1. Podobné zis-
kédme predposledni dlazdici: ta mé napravo py_1 a nalevo
PN_2 € Sy_o. A tak dale, az v linedrnim case rekonstruu-
jeme celé dlazdéni.
Logaritmické FeSeni
Pokud nam staci zjistit existenci dldzdéni, jde to i rychleji.
Ukéazeme, jak tlohu vytesit v éase O(log N). Nejprve si ji
ale trochu zkomplikujeme: misto konkrétni barvy levé stény
budeme uvazovat vsechny mozné barvy. Misto S; budeme
pocitat mnoziny Sy ;: v nich budou lezet ty barvy, kterymi
miize koncit dlazdéni sitky ¢, jez zacind barvou b.
Ukazeme, ze pokud komplikovanéjsi tlohu umime vyfesit
pro saly sitek ¢ a j, pijde to také pro sal sitky ¢ + j. To
znamena, ze zname-li Sy ; a Sy ; pro vechny barvy b, dove-
deme z toho spocitat Sy ;4; pro vSechny b. Chceme-li znét
Sh.i+;, staci totiz rozebrat vSechny mozné barvy c, ktery-
mi mize koncit prvnich ¢ dlazdic: ty uz zndme z Sy ;. Pro
kazdou barvu c pak zjistime, jakymi barvami muze kon-
¢it dalsich j dlazdic: ty najdeme v mnoziné S. ;. Formalné
feCeno:

Sb,i+j - U Sc,j'

cESh i
Tento vypocet ndm (vzhledem k N) trva konstantni cas.

Timto zptsobem mizeme v ¢ase O(log N) spocitat viechna
Sp 2k Pro 2k < N: zjistit S je trividlni (to jsou prosté
vSechny pravé barvy dlazdic, které maji nalevo b) a pak
budeme vidy z S, ox pocitat Sy ge+1 = S ok 4ok

Pokud je N mocnina dvojky, mame vyhrano. Jinak si N
zapiSeme jako soucet navzajem riznych mocnin dvojky (to

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni]

je vlastné zapis ¢isla N ve dvojkové soustavé). Staci tedy
spocitat vSechna S, o» a z nich pak Sp y nasim ,souctovym
pravidlem® poskladat. To také potrva O(log N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-4.py

Nasobeni matic

Predchozi algoritmus piisobi dojmem ad hoc triku pro
konkrétni ulohu. Ve skutec¢nosti se na néj da prijit sys-
tematictéji, ale potfebujeme na to umeét nasobit matice.

Uvazujme nula-jedni¢kovou matici M tvaru B x B (pfi-
pominame, Ze B je pocet barev), kterd mé na pozici b, ¢
jednicku, existuje-li dlazdice s barvou b nalevo a barvou ¢
napravo.

Déle zvolme B-slozkovy fddkovy vektor x (indexovany bar-
vami), ktery je vSude nulovy, jen slozka odpovidajici barvé
levé stény je rovna 1. Pokud tento vektor vynasobime zpra-
va matici M, dostaneme néjaky radkovy vektor y = xM
o B slozkach. Z definice nasobeni matic vime, Ze y;
>, xiM,;. Vsimnéte si, Ze y; nam Fiké, kolik existuje dlaz-
dic, které maji nalevo barvu levé stény a napravo barvu j.
Pokud tento vektor opét vynasobime zprava matici M, fek-
ne ndm j-ta slozka pocet zpisobt, jak vydlazdit sal sirky 2
tak, aby koncil barvou j.

Takto pokracujeme N-krat a ziskdme vektor xM®Y, ktery
nam pro kazdou pravou barvu fekne, kolik existuje dlazdéni
salu 1 x N kon¢icich touto barvou. Pak se stac¢i podivat
na slozku indexovanou barvou pravé stény salu a pokud je
nenulova, korektni dlazdéni celého salu existuje.

Jelikoz nasobeni matic je asociativni, mocninu M” miize-
me spoéitat pomoci O(log N) maticovych nisobeni. Tfeba
timto rekurzivnim algoritmem: M?* = (M?%)? M+ =
(M?%)?2 . M. To je logaritmické, protoze v kazdém kroku re-
kurze exponent vydélime aspon dvéma.

Matice M je navic konstantné velka, takze kazdé maticové
nasobeni probéhne v konstantnim case. Staci tedy v Case
O(log N) spocitat N-tou mocninu matice, pak ji vyndso-
bit vektorem x a z vysledku vybrat spravnou slozku. To
vsechno stihneme v logaritmickém case.

Zbyvéa detail: Nasemu algoritmu sice staci logaritmicky po-
¢et operaci, ale vznikaji v ném ohromna ¢isla, takze bychom
nejspis neuspéli s tvrzenim, Ze s témito ¢isly umime pocitat
v konstantnim case na operaci. Tomu ovSem snadno prede-
jdeme — jelikoz nas zajima jen nenulovost vysledku, staci
po kazdém nasobeni matic ze vSech nenul udélat jednicky.
Tak zarucime, ze mezivysledky nikdy nebudou vétsi nez N.

Martin ,Medved” Mares

31-3-5 Hledani princezny

Hledame v setfidéné posloupnosti, to si vylozené rika o to
pouzit néco jako binarni vyhled4vani.! Ale bude ho potfeba
trochu upravit. V klasickém binarnim vyhledévani bychom
poslali dotaz doprostied pole a podle jeho vysledku se roz-
hodli, kam udélat dalsi.

Situace v nasi tloze je trochu odlisna: zatimco ¢ekdme na
vysledek prvniho dotazu, muzeme délat dalsi. Presnéji fe-
¢eno muzeme udélat K dotazi, nez se vibec néco dozvime.
O tom, na kterych K prvki se na zacatku zeptat, se tedy
musime rozhodnout zcela nezavisle na vstupu.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z2-6/reseni
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-3-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni

Oznacme si q1, g2, - . -, gk indexy v poli, na které se ptame

prvnimi K dotazy:
L 1o I3 I, I
T T

f—/H
HENEEE
01 2345 6 7 8 9 10111213 14 1516 17 18

b ! !

q3 q2 qa q1

Mista dotazti ndm rozdéli pole na intervaly Iy, ..., Ixy1.
Po vyhodnoceni vSech K dotazti budeme védét, ve kterém
z téchto intervalti hledané ¢islo lezi. Vysledky jednotlivych
dotazli se dozviddme diiv, ale to prozatim ignorujme a po-
ckejme si, nez dobéhne vsech K.

Poté miizeme dalsi hledani omezit jen na interval I., ve kte-
rém lezi hledané ¢islo. V ném pak vyhleddvame rekurzivné
stejnym postupem, podobné jako u binarniho vyhledavani.

Chtéli bychom, aby se velikost prohleddvaného intervalu co
nejvic zmensila, protoze od rychlosti jejiho zmensovani se
odviji pocet kroku potfebnych k nalezeni konkrétni hodno-
ty.

Protoze jako informatiky nas zajima slozitost v nejhorsim
pfipadé, musime predpokladat, ze budeme mit smiilu a ¢is-
lo bude v nejvétsim z intervalid. Chceme tedy, aby nejvétsi
interval byl co nejmensi. Toho dosdhneme, kdyz budou in-
tervaly (pfiblizné) stejné velké:

I I, I3 Iy I5
L[] HEEEEEEEEN

HEEEN
01 2 3 45 6 7 & 9 101112 13 14 15 16 17 18

} !

q1 q2 q3 q4

Pak budou mit vSechny intervaly velikost (N — K)/(K +1)
(pokud to nevyjde celo¢iselné, nékteré budou o 1 vétsi),
coz je O(N/K). V kazdé fazi (fdze je jedno zmenSeni in-
tervalu pomoci K dotazii) zmensime prohleddvany interval
Q(K)-krat. Budeme tedy mit O(logy N) = O(log N/ log K)i}
fazi a jedna faze trva 2K —1 hodin. Tim dostavame slozitost

O (log(N) - 1155 ).
Dukaz optimality

Pojdme si rozmyslet, Ze lépe to nejde (dikaz je trochu tri-
kovy a v feseni ho rozhodné pozadovat nebudeme).

Nejprve si trochu upravime vypocetni model: predstavme
si, ze odpovéd na dotaz nedostaneme po K hodinach, ale
v nejblizsim case, ktery je nasobkem K. Tedy v kazdém
z ¢ast K, 2K, 3K, ... dostaneme odpovéd na vSechny do-
sud polozené dotazy.

Tim jsme si urc¢ité pomohli, protoze zadny dotaz nebude
trvat déle nez K hodin, ale nékteré budou rychlejsi. Stale
smime polozit jen jeden dotaz za hodinu.

Namisto postupného kladeni jednoho dotazu za hodinu si
muzeme predstavit, ze polozime celou sadu K dotazu na-
jednou a za K hodin se na né dozvime odpovéd. Potfebny
cas je pak K krat pocet sad dotazi, které polozime.
Rozmyslete si, ze kazdy program fesici puvodni zadani mii-
zeme jednoduse upravit tak, aby fungoval timto zptsobem
(pokladal dotazy v sadach velikosti K), aniz bychom zhor-
§ili jeho slozitost.

A nyni ukdzeme, Ze k takto upravenému programu jde se-
strojit vstup, na ktery bude potiebovat Q(log(N) - &)
hodin ¢asu.

Hledani takového vstupu popiseme jako hru pro dva hra-
¢e, ve které jednim hracem bude nas algoritmus a druhym
bude protivnik. Na zacatku si vybereme N a K a hleda-
né ¢islo, tfeba 0. Pak nechame algoritmus norméalné bézet,
ale namisto toho, abychom vsechny dotazy zodpovidali po-
rovnanim hledaného ¢isla s prvkem néjaké zadané vstupni
posloupnosti, bude je zodpovidat protivnik. Hraci se stiida-
ji: algoritmus polozi sadu K dotaztl, protivnik je zodpovi,
algoritmus polozi dalsi sadu, ...

Protivnik zadnou konkrétni posloupnost vymyslenou nema,
mize na kazdy dotaz odpovédét, jak se mu zlibi. Musi vSak
dodrzet dvé podminky:

1. VSechny odpovédi za celou hru musi byt konzistentni.
Nemuze naptiklad fict, ze hledané ¢islo je vétsi nez paty
prvek, a pozdéji, Ze mensi nez tieti.

2. Po skonceni hry musi vydat posloupnost ¢isel takovou,
ze pokud by byla vstupem, vSechny odpovédi na dotazy,
které dal, budou pro tuto posloupnost spravné.

Vsimnéte si, ze pokud jsou tyto podminky splnény, bude
pribéh algoritmu na vstupu vygenerovaném protivnikem
stejny jako prubéh pii hie. Protoze pfi skuteéném zpraco-
vani vstupu polozi algoritmus v prvni sadé stejné dotazy
jako ve hie (prvni sada nemuzZe zaviset na vstupu) a do-
stane stejné odpovédi (dle 2. podminky vyse). Diky tomu
polozi ve druhé sadé stejné dotazy jako pri hre, atd.

Z toho plyne, zZe ¢asova slozitost algoritmu na tomto vstupu

bude stejné jako délka hry samotné. Protivnik se tedy snazi,
aby hra trvala co nejdéle.

Nyni popiSeme strategii protivnika. Jeho cilem je vygene-
rovat posloupnost tvaru

{-1,-1,...,-1,0,1,1,...,1},

pricemz umisténi nuly si béhem hry vybere. Pfesnéji fe-
¢eno, bude si pribézné udrzovat interval, do kterého mtize
nulu umistit (aktivnd interval) — na zacatku to bude interval
[0, N —1].

Kdykoli algoritmus polozi sadu dotazti, ignorujeme ty, co
jsou mimo aktivni interval. Ty, které lezi v aktivnim inter-
valu, nam jej rozdéli na nejvyse K + 1 podintervalu, jak uz
jsme si ukazovali vyse.

Oznacme si I, nejvétsi z téchto podintervall, s a e jeho

zacatek a konec, ¢ jeho délku a I dosavadni aktivni interval
a L jeho délku:
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Nyni pro vSechny dotazy s ¢; < s protivnik odpovi ,mensi
nez hledané ¢islo“, pro dotazy s ¢; > e odpovi ,,vétsi nez hle-
dané ¢islo“, mezi s a e zddné byt nemtzou. Nakonec zméni
aktivn{ interval na (s,e), to bude nové I v pfistim kro-
ku. ProtoZze nulu nakonec umisti nékam do intervalu (s, e),
vsechny vydané odpovédi budou spravné.

Uréité plati £ > (L — K)/(K + 1). Kdyby vSechny podin-
tervaly byly mensi nez tato hodnota, byla by jejich celkova
délka mensi nez L — K, coz nemize, protoze spolu s K
dotazovanymi policky tvori cely interval 1.

Hra skon¢i, kdyz algoritmus polozi sadu dotazt pokryvajici
celé I (nutnou podminkou k tomu je L < K pred tou-
to sadou). Pak protivnik umisti nulu na libovolné misto
v I, zkonstruuje cely vstup doplnénim jednicek napravo a
minus jednicek nalevo a vSechny dotazy zodpovi pravdi-
ve.

Nyni bychom mohli zaméchat rukama a Fict, Zze v idealnim
ptfipadé se aktivni interval za jednu sadu dotazll zmensi
fadové K-krat, takze potfebujeme logy (N) sad. Pokud se
bude méné zmensovat, budeme jich potfebovat jesté vic.

Ale pokud to chceme ukézat poctivé, je tfeba jesté tro-
@ cha pocitani. Pro L > 2K plati:
L-K L L
0> > > —.
T K417 2K+42 7 4K

Tedy aby se L zmensilo z N na 2K nebo méné, potfebujeme
log, 5 % krokt. D4l odhadneme:

N logN log2K log N log N
logyg 57z = - 2 -1=0
2K logdK logd4K — logdK log K

Tedy hra potrva alespori Q(log N/log K) sad dotazi, kde

na kazdou ¢ekdme K hodin, tedy celkem §2 <log(N ) &)

hodin. To je dle argumentu vySe dolni odhad na ¢asovou
slozitost libovolného algoritmu fesiciho tlohu.

Filip Stédronsky

31-3-6 Model-ViewController

Termin odevzddni seridlu je aZ 11. brezna, Tesent zde zve-
rejnime aZ po tomto datu.

KSP pro vés pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
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