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29-4-1 Odevzdavani pisemek

O tFech slibnych algoritmech

Za kol mame rozdélit zadanou posloupnost na dvé rostou-
ci podposloupnosti: ¢ervenou a modrou. Nabizi se nasledné
viceméné evidentni algoritmy. VSechny zac¢nou se dvéma
prazdnymi posloupnostmi a postupné do nich budou prida-
vat jednotlivé prvky vstupu.

1. Na pocatku prohlasime ¢ervenou posloupnost za aktivni.
Kazdy prvek vstupu se nejprve pokusime pridat na konec
aktivni posloupnosti, a kdyZ to nejde (uz by nerostla),
prohlasime za aktivni opacnou posloupnost a pridavame
nadale tam. Pokud prvek neptijde pridat ani do jedné

posloupnosti, ohlasime netspéch.

[\

. Kazdy prvek se nejprve pokusime pridat na konec Cerve-
né, a nejde-li to, zkusime to jesté na konec modré.

w

. Pokud mizeme prvek pfidat jen do jedné posloupnosti,
udélame to. Pokud do obou, vybereme si tu, ktera konci
vétsim prvkem (prazdnd posloupnost konéi prvkem —oo).
Konci-li obé stejné, vybereme si ¢ervenou.

Vsechny tfi algoritmy bézi v linearnim case a maji za sebou
négjakou slibnou myslenku. Ale prozradime vam, ze praveé
jeden z nich nefunguje (pro nékteré vstupy selze), zatimco
zbylé dva jsou spravné. Na chvili se zastavte a zkuste pfijit
na to, ktery je ten Spatny.

Chvile napéti. .. nefunkéni je algoritmus 1. Dobéhneme ho
tfeba na vstupu 1, 10, 2, 11, 9. Nejprve da 1 a 10 do cervené
posloupnosti, pak 2, 11 do modré a nakonec bezradné drzi
v ruce 9, ktera se nehodi ani do jedné. Korektni rozdéleni
pritom existuje: 1, 2, 9 a 10, 11.

Spoléhat se na intuici se nam tedy vymstilo. Spravnost zby-
Iych dvou algoritmil radsi poctivé dokazeme.

Preference prvni posloupnosti

Snazsi to bude s algoritmem 2. Pokud uspél, vydal urcité
korektni vystup: obé posloupnosti jsou po celou dobu vypo-
¢tu rostouci a kazdy prvek jsme do nékteré z nich umistili.
Nyni ukazeme, ze v pripadech, kdy algoritmus selze, zadné
korektni rozdéleni neexistuje.

Zastavme algoritmus v tom okamziku, kdy se pravé chysta
oznédmit neuspéch. Drzi v ruce néjaky prvek zx, ktery je
mensi nebo roven koncim obou posloupnosti: cervenému
konci ¢ a modrému konci m. Pak se podivejme do minulosti
na okamzik, kdy jsme ptidavali prvek m. Tehdy jsme ho
nedali do Cervené posloupnosti, coz znamena, ze Cervena
konéila n&jakym prvkem ¢’ > m.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy]

Na vstupu se tudiz vyskytly (v tomto pofadi) néjaké t¥i prv-
ky ¢ > m > z. Jenze at uz obarvime vstup dvéma barvami
jakkoliv, dostanou dva z téchto t¥i prvki stejnou barvu. To
znamena, ze posloupnost této barvy neni rostouci. Hotovo.

Vétsi bere

Konecné se podividme na zoubek algoritmu 3. Dokazeme
o ném, Ze vyda stejny vysledek jako algoritmus 2, jehoz
spravnost jsme uz ovérili.

V druhém algoritmu totiz plati, Zze Cerveny konec je stéle
vétsi nebo roven modrému konci. Vskutku: bud novy prvek
priddvame na konec ¢ervené posloupnosti (takZe Cerveny
konec jesté zvétsime), nebo to nejde, protoze novy prvek je
vétsi nebo roven cervenému konci, takze ho ucinime mod-
rym koncem a nerovnost stale plati.

Tteti algoritmus tedy pokazdé ucini stejné rozhodnuti jako
druhgy.

Martin ,Medved”“ Mares

29-4-2 Hraci automat

Ze vseho nejdiive si vSimnéme, ze nezalezi na tom, ze se jed-
né o kruhy. Celou situaci si také muzeme predstavit tak, ze
mame néjaké intervaly, pficemz u kazdého intervalu mame
danou z-ovou soufadnici, na které micek bude pokracovat
v padu, pokud spadne na tento interval. Za kazdy kruh
pak pridame dva takové intervaly — jeden odpovidajici levé
poloviné kruhu a jeden odpovidajici pravé poloviné kruhu.

Nyni bychom chtéli postavit datovou strukturu, ktera bude
umét odpovidat na nase dotazy. Budeme ji stavét odspoda
nahoru. Setfidime si vSechny kruhy podle y-ové souradnice
jejich stfedu a nyni je budeme chtit pridavat do nasi datové
struktury.

Abychom byli schopni rychle hledat, do kterého jiz vytvo-
feného intervalu spada dana z-ova soufadnice, a abychom
mohli intervaly pribézné ménit, budeme si vSe ukladat do
vyvéazeného vyhled4vaciho stromu.’

Mizeme si vSimnout, ze intervaly pridané do stromu budou
disjunktni, takze je vzdy jasné, ktery ze dvou intervali je
vice vlevo, a mizeme je tedy jednoduse porovnavat. K in-
tervalim si budeme také pfipisovat, na jaké x-ové pozici
kulicka vypadne, pokud na dany interval spadne.



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy

Budeme prochézet kruhy podle y-ové souradnice od nejmen-
§i. Nejdiive z vyhledévaciho stromu odstranime intervaly,
které se celé nachézeji primo pod aktualné zpracovavanym
kruhem. Ty, které pod néj sahaji jen castecné, upravime
tak, Ze je zkratime, aby pod néj uz nesahaly.

Pro kazdy kruh pfiddme dva intervaly — jeden od jeho stre-
du do jeho levého konce a jeden od stfedu do jeho pravého
konce. Mista, na kterych kulicka pfi spadnuti na tyto dva
intervaly vypadne, zjistime tak, Ze se rozestavéné datové
strukturu zeptame, kde micek vypadne, pokud ho vhodime
na levém, resp. pravém konci intervalu.

Dotaz nyni vypada tak, ze pomoci vyhledavaciho stromu
zjistime, do kterého intervalu dany bod spada, a vypisSe-
me x-ovou soufadnici, na které kulicka vypadne. Tu mame
predpoditanou, takze ndm to bude trvat jen O(log N) na
praci s vyhledédvacim stromem, N znaci pocet kruhi.

Pokud se nam stane, Ze zadand x-ova soufadnice nespada
do zadného intervalu, kulicka na zadny kruh nespadla a
vypadne na stejném misté, na kterém jsme ji vhodili.

Pri stavbé datové struktury budeme jednou tfidit a udéla-
me O(N) operaci s vyhleddvacim stromem — kazdy interval
totiz nejvyse jednou priddme a nejvysSe jednou smazeme,
coz oboji trvd O(log N). Celkové ndm tedy piedzpracova-
ni bude trvat O(N log N). Predpo¢itana datova struktura
zabere O(N) prostoru.

Kuba Tétek

29-4-3 VyhruZzné dopisy

Nejprve si uvédomime, Ze v této tloze ve skutecnosti
W1l Slo jen o to, rozdélit spravné zlo¢ince do dvou gangi.

Co od takového rozdéleni pozadujeme? Protoze kazdy dopis
odeslany nékym z gangu A byl piijat nékym z gangu B,
musel gang B celkem prijmout presné tolik dopisi, kolik
jich gang A celkem odeslal. To samé musi platit v opa¢ném
sméru. Takovému rozdéleni budeme fikat vyvdzZené.

Zatim odlozme, jak vyvéazené rozdéleni najit. Ale pokud
bychom néjaké dostali, je uz snadné vyftesit zbytek ulohy.
Dopisy budeme zpracovévat pro kazdy smér zvlast, nejdiive
tfeba od A pro B.

Predstavme si tfeba nésledujici situaci: gang A ma tii c¢le-
ny, ktefi poslali po fadé 2, 1 a 3 dopisy. Gang B ma dva
Cleny, ktefi ptijali 4 a 2 dopisy. Rozdéleni je ve sméru A—B
vyvazené: timto smérem bylo odeslano i pfijato 6 dopisi.
Pfi sestavovani vysledného multigrafu se ndm bude hodit
premyslet o pulhrandch. Ty si lze predstavit tak, Ze jsme
vzali néjakou orientovanou hranu a uprostied ji prestiihli.
Zbude vystupni piilhrana, kterd ma pocatecni vrchol, ale ne
koncovy, a vstupni ptlhrana, jez ma naopak jen koncovy.
V nasem prfipadé maji vrcholy gangu A jednu vystupni
pulhranu za kazdy odeslany dopis, v gangu B jednu vstupni
za kazdy piijaty:

T
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Ted stac¢i utvorit celé hrany tak, ze kazdou vystupni ptlhra-
nu sparujeme s jednou vstupni. Snadno si rozmyslite, Ze to
mizeme udélat naprosto libovolné a vzdy ziskdme korektni
feSeni. Naptiklad hladové pii priichodu vrcholy obou gangti
v né&jakém potadi (zde shora dolt):

Tim dostavame jedno mozné feSeni: a; odeslal dva dopisy
b1, as jeden dopis by a ag poslal jeden dopis by a tii bs.

Obecny algoritmus by mohl vypadat tfeba takto:

1. Vlozime vSechny vrcholy gangu A do fronty Fy v li-
bovolném poiadi, analogicky pro Fg.

2. U kazdého vrcholu u € Fy4 si pamatujeme ¢islo z(u):
kolik dopisti jesté zbyva danému ¢lovéku odeslat (resp.
pfijmout pro u € Fp). Na za¢atku jsou to ¢isla ze za-
dani.

3. Dokud nejsou obé fronty prazdné:

=

a < prvni prvek Fl4, b < prvni prvek Fp

5. m + max(z(a), 2(b)) (maximdlni pocet dopist, kte-
ré a jeSté miZe poslat b)

6. Vypiseme ,a b m* (a poslal m dopist b).

Snizime z(a) i z(b) o m.

8. Pokud nékterd z téchto hodnot klesla na nulu (¢lo-

vék uz poslal vSechny dopisy, které mél), vyradime

odpovidajici vrchol z fronty.

=

Na konci musi byt vSechna z nulové a kazdy odeslal/piijal
tolik dopisti, kolik mél.

Po kazdém kroku odstranime alespon jeden vrchol z fronty,
takze v8e stihneme v éase O(N) (kde N je pocet lidi). Cely
postup zopakujeme pro opac¢ny smér (dopisy od B pro A).
Hledani vyvazeného rozdéleni

Oznacme si o; a p; pocet dopisti odeslanych, resp. prijatych
i-tym CElovekem. Dale si pro néjakou mnozinu lidi X oznac-
me o(X) := >, x 0; celkovy pocet dopisti odeslanych ¢leny
této skupiny, analogicky p(X). Déle si ozna¢me V mnozi-
nu uplné vech lidi ze vstupu. Aby viibec mohlo existovat
feSeni, musi platit o(V) = p(V), tedy celkem bylo pfijato
stejné dopisi jako odeslano. Tento celkovy pocet dopist si
oznacime M.

Hleddme rozdéleni lidi na dvé mnoziny A a B takové, Ze
o(A) = p(B) a p(A) = o(B). Vzhledem k tomu, Ze plati
o(A) 4+ o(B) = M a p(A) + p(B) = M, miZzeme podminku
vyvazenosti upravit na: o(A) = M —p(A4), p(A) = M —o(A).
Staci najit podmnozinu A spliiujici tuto vlastnost. Obé tyto
podminky jsou ve skutecnosti jedna a ta sama:

o(A) + p(A) = M.

Jinymi slovy, rozdéleni je vyvazené pravé tehdy, kdyz celko-
vé mnozstvi dopistt v obou smérech je pro oba gangy stejné.

Oznac¢me si proto jesté w; := 0;+p; celkové mnozstvi dopist
odeslanych a pfijatych danym ¢lovékem a w(X) soudet w;
pro vsechny lidi v mnoziné X. Hleddme takovou mnozi-
nu X, pro kterou plati w(X) = M. To neni nic jiného nez
dobie znamy problém batohu (resp. dvou loupeznikii).?

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
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K feseni pouzijeme obvykly algoritmus pro batoh, ktery je
popsan v nasi kuchafce o dynamickém programovani.>

Pokud dokadzeme naplnit batoh predméty o celkové vaze
pfesné M, jim odpovidajici lidé tvori napf. gang B, zby-
tek gang A. Pokud batoh presné naplnit nelze, vyvazené
rozdéleni neexistuje.

Jaké je Casové slozitost? Algoritmus pro batoh potiebuje
¢as O(pocet predmétli - nosnost batohu), v nasem piipadé
O(N - M). Rekonstrukce hran trva v kazdém sméru O(N).
Dohromady si tedy vystacime s O(N - M) ¢asua O(N+M)
pameéti.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-3.d

Filip Stédronsky

29-4-4 Policejni sit

Tentokrat jste nam poslali mnoho zcela odlisnych a povét-
Sinou zcela spravnych feseni. My se tu spolu nyni na par
pristupd podivame.

Nejprve si strom zakofenime. Tedy vyberme si libovolny
vrchol a o ném prohlasime, ze je to kofen. Poté mutzeme
rozdélit sousedy kazdého vrcholu na otce (ten soused bliZ
kofeni) a syny (ostatni sousedé). VSechny vrcholy az na ko-
fen budou mit tedy jednoho otce. Koneéné, jako podstrom
vrcholu v budeme chapat ¢ast stromu, kde je v, jeho synové,
synové jejich synt atd.

Podivejme se na néjaky dilezity vrchol. Pokud v jeho pod-
stromu neni zadny jiny dilezity vrchol, je zfejmé, ze jeho
spojeni musi sméfovat pres otce. Toto pomérné jednoduché
pozorovani je klicové pro jeden pfistup k fesSeni.

Na zacCatku totiz miZeme strom zbavit zbyteénych vétvi
(tj. takovych podstromu, které neobsahuji zadny dtlezity
vrchol — takovymi podstromy ani nemtze vést zadné di-
lezité spojeni), takZe listy (vrcholy bez syni) budou vzdy
dilezité vrcholy. Vime, ze od kazdého listu nyni musi vést
dtilezité spojeni pres jeho otce, otce jeho otce atd., dokud
nenarazime na rozcesti. Takto ke kazdému listu nakreslime
¢ast spojeni.

Jelikoz kazda vétev (tedy cesta k listu) je zakoncéena dulezi-
tym vrcholem, jisté se ndm v néjakém vrcholu potkaji ¢asti
nékolika spojeni. Pokud budou alespon tii, vime, Ze pies
toto rozcesti musi vést spojeni vSech téchto vrcholt. Pro-
toze ale mtizeme spojit jen dva, spojeni tfetiho by muselo
prochazet spojenim zbylych dvou, coz mame ale zakazano.
V takovémto pripadé tedy feseni neexistuje.

Pokud se setkaji spojeni dvou vrcholid, jednoduse témito
vétvemi spojime zminéné dva vrcholy a tyto vétve odstra-
nime. Stejné tak odstranime i nové vzniklou vétev bez di-
lezitych vrchold. Poté cely postup opakujeme.

Kdyz takto postupné odstranime vSechny vrcholy, znamené
to, Ze jsme nasli sparovani pro vSechny dulezité pocitace.
Vsimnéte si, ze vzdy jsme vyznacovali pouze tu ¢ast spojeni,
o které jsme védéli, ze danymi hranami vést musi. Pokud
tedy TeSeni existuje, je jen jedno a nema smysl hledat dalsi.

-3 -

Uz toto je spravny algoritmus. Jeho pomérné pfimocara
implementace méa ¢asovou slozitost O(N?). Pokud jej na-
piSeme Sikovné, mizeme vytvorit i optiméalni feSeni, které
pracuje v ¢ase O(N). My se ale spole¢né podivdme na dalsi
feseni, které je také optimalni, ale navic se i dobfe imple-
mentuje.

Od kofene k synim

Na problém se podivdme ted troSku opac¢né, misto toho
abychom feseni postupné budovali, tak se posadime na ko-
fen a predstavime si, zZe feseni uz skoro mame. Konkrétné
budeme predstirat, Ze zndme vSechna spojeni, ktera neve-
dou kofenem a navic, Ze vime kterymi hranami sousedicimi
s kofenem musi vést spojeni (dle pravidel z piedchoziho
odstavce).

Dokoncit toto feSeni uz je hracka. Pokud kofen neni dilezi-
ty, sta¢i postupovat podle pravidel, ktera uz zname. Pokud
jsou Castecna spojeni dvé, spojime je, pokud zadné, tak uz
jsme vlastné skondili s existujicim FeSenim a jinak FeSeni
neexistuje. Jestli kofen dulezity je, tak je naopak jediny
vyhovujici pfipad, kdyz mame pouze jedno dalsi ¢asteéné
spojeni, které se spoji s kofenem. Jakykoliv jiny pfipad zna-
mena, ze feSeni neexistuje.

Jenze jak si zaridit abychom toto vSechno védéli? Jedno-
duse se podivame na vSechny jeho syny a pouzijeme tplné
stejny algoritmus — s jednou malou zménou. Pokud ze sy-
ni néjakého syna dostaneme jedno spojeni, nemusime jesté
héazet flintu do Zita, ale mizeme doufat, Ze toto netplné
spojeni jesté spojime pres kofen, ozndmime tedy kofenu, ze
z tohoto podstromu musi vést jedno spojeni.

Stejné tak v pripadé, Ze tento syn nedostal ze svych synt
zédné spojeni a sam je dulezitym vrcholem. Vsechny dalsi
pfipady bud znamenaji, Ze feSeni neexistuje nebo existuje
a ke kofenu nevede zadné spojeni.

Abychom ale algoritmus byli schopni spustit na néjakém
synovi, budeme muset stejny algoritmus pouzit pro jeho
syny, ty budou potfebovat pouzit algoritmus pro své syny
a tak do nekonec¢na. .. nebo alespon do té doby nez dojdeme
k listim.

U list uz nepotfebujeme nic vypocitavat pro jejich syny
(ani zaddné nemaji), ale pozadovand odpovéd je snadna.
V samotném listu nic nespojime, takze néas zajima pouze
to, zda vede od tohoto listu vys néjaké spojeni. A to pfimo
odpovida tomu, jestli je list dilezitym vrcholem, ¢i nikoliv.

Dostali jsme tedy pékné rekurzivni feseni. Jelikoz feseni na
kazdém vrcholu stravi konstantné mnoho ¢asu (praci poci-
tani u vrcholu pfipoéitdme jeho synim), tak ndm vychézi
celkova slozitost linearni.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-4.py

Janka Bdtoryovd € Dominik Smrz
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29-4-5 Chybéjici spisek

Rozmysleme si, ze tiloha vyhledat prvni chybéjici ¢islo je
ekvivalentni s problémem, kde chceme najit v posloupnosti
nejvétsi interval ¢isel [0, k—1] takovy, Ze zZadné éislo v tomto
intervalu nechybi. Prvni chybéjici ¢islo poté bude k.

Dale si vSimnéme, Ze umime zjistit pouzitim pouze kon-
stantniho mnozstvi paméti, zda se v seznamu vyskytuje
kazdé ¢islo z intervalu [a, b]. Sta¢i linedrné projit seznam,
za kazdé relevantni nalezené ¢islo pricist vyskyt a nakonec
porovnat vysledek s b — a 4+ 1. Nam bude stacit a = 0.

Necht f(I) odpovid4 na otdzku, zda seznam obsahuje vsech-
na ¢isla v intervalu [0, ]. Potom tato funkce vypada tak, ze
f)=1prol=0,...,k—laprol=k,...,njejiz f(I) = 0.
Diky této pékné vlastnosti mizeme k binarné vyhledat.

Jestlize vime, Ze k se nachézi v intervalu [a, b], umime tento
interval upfesnit. Nechf ¢ = 22 pak se rozhodneme podle

2
f(o):
e f(c) =1, tedy v intervalu [0, c] jsou vSechna ¢&isla. Potom
k musi byt v intervalu [c+ 1, b].

e f(c) = 0, v intervalu [0, ¢] néco chybi. Tedy k najdeme
v intervalu [a, c].

Takto redukujeme interval [a, b] az dokud nedojdeme k rov-
nosti a,b. V takovém pfipadé€ jiz s jistotou vime, Ze k je
presné a (nebo b).

vvvvv

mame n-prvkovy seznam. V pfipadé, ze zadné Cislo v se-
znamu nechybi, obsahuje kazdé ,hlavni“ ¢islo z [0,n — 1].
Pokud v této posloupnosti najdeme ¢isla jina, potom urcité
néjaké ,hlavni“ ¢islo chybi. Toto nam dava horni odhad na
hodnotu chybéjiciho ¢isla.

Samotny algoritmus tedy na zacatek projde seznam a spo-
Cita si pocet prvka n 4 1. Nejprve zkontroluje, zda viubec
néjaké ¢islo chybi tim, Ze spocitd f(n). Poté pouzitim ite-
race bindrné vyhledd k pocinaje intervalem [0, n].
Casovou slozitost neni té7ké spocitat. Kazdy vypocet f(1)
trvd O(n) ¢asu. Kazdy krok binarniho vyhleddvani zmensi
mozny interval o polovinu, nejvyse tedy provede O(logn)
krokt. Celkova ¢asova slozitost algoritmu ¢ini O(nlogn).

Nyni uz jen ukédzeme, Ze pamétova slozitost je konstant-
ni. Jiz vime, Ze f(I) na odpovéd postaci konstantni pamét.
U binarniho vyhleddvani si sta¢i pamatovat interval [a, b]
a vysledek f(c). Jen je tfeba si dat pozor, Ze pouZiti rekurze
na ptleni intervalu by spotfebovalo ¢ast zasobniku pro kaz-
dé zavolani funkce a slozitost by vzrostla na O(logn). My
jsme vsak pouzili iteraci, kde tento problém neni, a tedy
pamétova slozitost je skuteéné O(1).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-4.py

Viclav Koncicky

29-4-6 Nové sidlo

Kdyz fesime tlohu, u které poradné nevime, jak na to pu-
jdeme, osvédcilo se jiz mnohokrat rozmyslet si nejprve to
aplné nejpomalejsi pfimocaré Feseni, které nas napadne.

Zadani ndm dava jeden zachytny bod — asponi jedna hrana
mnohotthelnikového sidla musi leZet pfimo na hranici po-
zemku. Zkusime tedy postupné vSechny hrany, pro kazdou
z nich si na chvili predstavime, Ze pravé ona je tou hranicni,
a najdeme piislusny mnohothelniku opsany obdélnik.

Ze vsech takto nalezenych opsanych obdélnikti pak vybe-
reme ten nejmensi. U mnohouhelnika majiciho O(M) hran
bude cely algoritmus trvat O(M - ¢p(M)), kde ¢(M) je slo-
zitost vyhledani opsaného obdélnika.

Odbocime tedy a vymyslime, jak najit mnohothelniku opsa-
ny obdélnik, vime-li, ktera jedna jeho hrana je na hranici
pozemku. Konkrétné hledame t¥i primky, které se mnoho-
thelniku dotykaji, pficemz jedna z nich je rovnobézna se
zadanou hranou a dvé dalsi jsou kolmé.

Necht zadana hrana vede z vrcholu D leZiciho na soufadni-
cich (zq,yaq) do vrcholu P = (xp, yp).

Nejprve najdeme rovnobézku, resp. staci nam vzdalenost té
rovnobézky od zadané hrany (hleddme maximum). Na pa-
pife se rovnobézka vede snadno, pokud vam zrovna neujede
ruka, ale jak na to v pocitaci?

D= (‘T(h yd)

Vzdalenost bodu S na soufadnicich (zg,ys) od piimky se
méii na kolmici (teckované), coz je zaroven vyska v troji-
helniku DPS. Pro tu zndme napfiklad vztah pro obsah troj-
thelnika S(DPS) = %, pfi¢emz dokdzeme jednoduse
spocitat obsahy okolnich trojuhelnika DAS, SRP a PUD,
stejné jako obdélnika RUDA.

Zjevné plati, ze
S(DPS)+ S(DAS)+ S(SRP) + S(PUD) = S(RUDA)

Obsahy vyjadiime pomoci soufadnic boda D, P a S:

v DPL (s = 2a)(ys —ya) | (@ = 2)(Ys — yp)
2 2 2
+ (5CP - xd)2(yp B yd) _ (xp _ xd)(ys o yd)

v - |DP| = xd(yp - ys) + xp(?Js - yd) + fEs(yd - yp)
Vzdalenost v mize vyjit kladna nebo zaporné; vyjadiuje,
jestli je bod S vlevo nebo vpravo od piimky DP. Na las-
kavém ctenafi ponechavame, aby se predvédcil, ze tentyz
vzorec je mozné aplikovat i pro jiné vzajemné polohy bodu
D, U, P,R,SaA.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-4.py

Konstantni vzdalenost |DP|, kterou umime spodcitat Py-
thagorovou vétou, zatim ponechame nevyjadrenou, nebot
miZe vyjit iracionalni (narozdil od citatele, jehoz hodnota
je celociselnd, nebot vSechny souradnice na vstupu jsou tak-
téz celd ¢isla). Kvili pfesnosti je vyhodné pocitat co nejdéle
s celymi ¢isly.

Projdeme tedy vSechny vrcholy mnohothelnika a pro kazdy
z nich si poznamename, jak je daleko od pfimky DP. Tim
nejvzdalenéjsim vede rovnobézné hrana opsaného obdélni-
ka, ktery hledame; oznacime si jej Q.

Nyni hledame dalsi dva vrcholy mnohothelnika, kterymi
budou prochazet kolmé hrany opsaného obdélnika.

Za timto ucelem si pofidime bod E jako otoceni bodu D
kolem bodu P o 90° a budeme pocitat vzdalenosti vSech vr-
choltt mnohotihelnika od pfimky PFE. Bod, jehoz vzdalenost
od pfimky PFE pravé pocitame, si oznacime V.

)

K= (xeaye)

\

\
‘N == (l’n, yn)

O
°

D = (zq,Ya)

Te :xp_(yp_yd); Ye :yp+(xp_xd)
Ve vyse uvedeném vztahu pro v - |DP| nahradime body D
a S za body E a N a dostaneme:*

v ‘DP| = xe(yp - yn) + xp(yn - ye) + xn(ye - yp)

Po dosazeni a algebraickych tpravach dostaneme jednodu-
chy vztah pro (orientovanou) vzdalenost bodu N od pfim-
ky EP:

v |DP| = (zq — z13)(1719 —Tn) + (Ya — yp)(yp ~Yn)

Najdeme-li tedy minimum a maximum této hodnoty, dosta-
neme vrcholy, kterymi prochazi dvé kolmé hrany opsaného
obdélnika.

Zbyva spocitat obsah tohoto obdélnika:

S = 0(V 0k — Urain)

max min

My sice nemame ulozené v a v’, ale jen jejich souéiny s | D P,
ale to nevadi; kdyz pouzijeme tyto soudiny misto v a v/,
dostaneme S - |[DP|?, coz je celé ¢islo, stejné jako |DP|%.
Vime tedy, ze S je raciondlni ¢islo (podil dvou celych ¢isel).

Pokud chceme pocitat ultra presné, ulozime si obé cisla
zv14st, tedy misto S si ulozime dvojici (S - |DP|?,|DP|?),
a pri hledani nejmensiho opsaného obdélnika pak muzeme
S-|DP|?
[DP|?
rovnavani racionalnich éisel.?

porovnavat zlomky S = algoritmem pro presné po-

4 Tige té7 vyuzivame skutecnosti, ze |DP| = |EP].
5 Plati, ze £ > L & ps > rq, pokud ¢ > 0, s > 0.

q

Jak dlouho trva najit takovy obdélnik? Spocitat vzdéalenost
zabere konstantni ¢as, to budeme ¢init dvakrat pro kazdy
bod (jednou hleddme rovnobézku, podruhé kolmici) a ze
vzdalenosti budeme vybirat maxima a minima, celkem tedy

P(M) = O(M).

Tento pfimocary algoritmus nam tedy zabere pro cely mno-
hotihelnik O(M?) éasu. P¥i rozumné implementaci hled4ni
maxim a minim nam postaci konstantni mnozstvi paméti
navic, tedy O(M) véetné uloZeni vstupu.

Takovy algoritmus avSak neni nejrychlejsi. Predevsim si
mizeme vSimnout, ze pii hledani rovnobézky vzdalenost
vrcholu nejprve roste a pak klesd; pii hledani kolmic nej-
prve roste, pak klesd a pak zase roste. Drobnou tpravou
binarniho vyhledavani dokdzeme zrychlit vyhledani kolmic
a rovnobézky na O(log M); cely algoritmus tedy stihneme
v Case O(M log M).

Jde to v8ak jesté rychleji; pouzijeme metodu zndmou v ang-
lictiné jako Rotating Calipers, ¢esky se to neda smysluplné
prelozit, mozna jako ,,otaceni svérakem®.

Nejprve si tedy zvolime jednu hranu mnohothelnika a na-
jdeme pro ni prislusny opsany obdélnik.

Pak si pro kazdy ze ¢tyf bodi/hran dotyku najdeme nésle-
dujici hranu, coz jsou pravé ty hrany, ke kterym se ptitiskne
Celist naseho obdélnikového svéraku pii otaceni. Vybereme
si tu nejblizsi, coz uréime podle thlu, ktery svira s blizkou
Celisti.

Ta hrana, kterda mé nejmensi thel, se totiz bude dotykat
Celisti svéraku v nasledujicim kroku. Ostatni body dotyku
budou stéle body dotyku; tam, kde se dotykala Celist hrany,
bude bodem dotyku ,ten druhy vrchol“, ¢ili ten pozdéjsi
v seznamu vrchold na vstupu.

Aby se totiZz mohl svérédk presunout z jednoho vrcholu na
dalsi bod dotyku, musi se nejdfive dotknout hrany mezi
témito dvéma vrcholy. Timto postupem tedy zajistime, ze
svérak postupné projde vSechny hrany, a to sice ne v potadi,
ve kterém jsou zadané na vstupu, ale v potadi podle jejich
sméru (sklonu).

Jakmile se dostaneme s celistmi svéradku zase k prvni hra-
né, jsme nutné hotovi, mizeme vybrat minimum a ohlasit
vysledek.

Vsimavy Tesitel si vSimne, ze takto se cely pomyslny svérak
otodi za celou dobu jenom o ¢tvrtkruh, nebot prochézime
obvod mnohothelnika zaroven na ¢tyfech mistech.

Toto FeSeni ma ¢asovou slozitost O(M ); musime na zacatku
v O(M) najit prvni opsany obdélnik a pak nadm na kazdy
krok svéraku staci konstantni mnozstvi ¢asu; kroku je také
O(M), nebot na kazdou hranu sdhneme prévé jednou.

Do paméti si neukladdme téméf nic, staci par pomocnych
proménnych. K tomu musime zapocitat velikost vstupu, ne-
bot jej neumime zpracovat proudové, tedy O(M).

Jan ,Moskyto“ Matéjka



29-4-7 Rozebirame stromy

Ukol 1: Odlisna definice

Maé-li tézka hrana vést do nadpoloviéné velikého podstromu
namisto nejvétsiho podstromu, nic podstatného se nezméni.

Nove se sice muze stat, ze vSechny hrany vedouci z vrcholu
dolti jsou lehké (to se stane t¥eba v uplném bindrnim stro-
mu). Plati ovSem stile, Zze doli vede nejvyse jedna t&zk4
hrana, takze tézké hrany tvoii vrcholové disjunktni cesty.
A velikosti podstromt smérem dold exponencidlné klesaji,
takze lehké hloubka opét vyjde logaritmicka.

Alternativni definice je tedy stejné dobra, jako ta piuvodni.
Ukol 2: Vzdalenost vrchola

Nejprve nalezneme nejblizsiho spole¢ného ptedka ¢ zada-
nych vrcholl x a y. Pak pro vzdalenosti vrcholid plati

d(z,y) = d(z,0) + d({,y).
Staci tedy umét pocitat vzdalenosti na ,svislych“ cestach.

V dekompozici stromu se cesta z (Ffeknéme) x do ¢ sklada
z maximalné logaritmicky mnoha lehkych hran a ¢asti téz-
kych cest. Lehké hrany oSetfime ... inu, lehce: pfispivaji ke
vzdalenosti jednickou. Tézké cesty nejsou o moc pracnéjsi:
pokud jsme na néjakou vstoupili ve vrcholu a a vystoupili
v b, prosli jsme ptesné index(b) — index(a) hran.

Postaci tedy projit dekompozici zdola nahoru a poscitat
O(logn) hodnot. Ani nepotfebujeme pfedpocitivat nic dal-
stho.

Ukol 3: Rychlejsi cestova minima

Vysledek dotazu skldddme z lehkych hran (téch je loga-
ritmicky a kazdou z nich zpracujeme v konstantnim case)
a Casti tézkych cest (téch je také logaritmicky mmnoho, ale
pro kazdou z nich jsme se potfebovali zeptat intervalového
stromu, coZ trvalo rovnéz logaritmicky).

Staci si ale uvédomit, Ze cestujeme-li stromem zdola naho-
ru, neptame se na obecné ¢asti cest, ale na suffizy: Casti do
vstupniho vrcholu az na konec cesty (¢ili do jejitho nejvys-
$iho bodu). Jedinou vyjimkou je posledni navstivend cesta,
tedy ta, na niz lezi LCA — tam uZ je to opravdu obecny
interval.

Kromé intervalovych stromi si predpocitame jesté suffixové
soucty. Pak kazdy suffix cesty vyhodnotime v konstantnim
Case a ten jediny obecny interval v O(logn). Celkem tim
stravime ¢as O(logn-1+1-logn) = O(logn). Pfedvypocet
jsme asymptoticky nezpomalili — prefixové soucty si hravé
pofidime v ¢ase O(n).

Ukol 4: Jak se zméni kostra?

Ukéazeme, ze zadany kol lze pfimocare prevést na hledani
cestovych maxim, které zvladneme v ¢ase O(n) na pred-
vypocet a O(logn) na dotaz pouzitim HLD s optimalizaci
podle predchoziho tkolu.

Méjme neorientovany graf se zadanymi vahami hran a né-
jakou jeho minimélni kostru M. Uvazme néjakou hranu zy
vahy w(xy), kterd nelezi v minimélni kost¥e. Vrcholy x a y

hranu této cesty a w(pq) jeji vahu.

Nejprve nahlédneme, ze w(pq) < w(xy). Pokud by totiz
hrana xy byla leh¢i nez pg, mizeme do kostry pridat xy
a smazat pg. Tim nejprve vznikne z cesty P kruznice a pak
se z ni opét stane cesta. Dostaneme tedy néjakou jinou kost-
ru. Ta je ovSem leh¢i nez ptivodni minimalni kostra, coz je
spor.

Takze pokud w(zy) snizime pod w(pg), minimélni kostra
se ur¢ité zméni. Zbyva nahlédnout, ze pokud ji snizime na
cokoliv mezi w(pq) a w(zy), bude zadand kostra M stale
minimé&lni.

Spustime Kruskaltv algoritmus (viz kuchaika o minimal-
nich kostrach)® s ptivodnimi vahami. Az bude ti{dit hrany
podle vah, srovname hrany stejné vahy tak, aby nejprve sly
ty, které lezi v M, a po nich vSechny ostatni. Nahlédneme,
7e najde pravé nasi kostru M.

Nyni snizime vahu hrany xy a spustime algoritmus znovu.
V okamziku, kdy se dostane k hrané xy, bude uz celd ces-
ta P soucdasti kostry (vSechny jeji hrany jsou v uvazovaném
pofadi hran pfed zy). Hranu zy tedy nepfiddme, protoze
by vytvorila kruznici. Vyjde tedy stejnd miniméalni kostra
jako predtim.

Martin ,Medved“ Mares

Vysledkova listina ¢tvrté série dvacatého devatého ro€éniku KSP

resitel skola rocnik serit

0.

1.  Lukas Rozsypal GUstavniPH 4 7
2.  Tomas Domes MendelG_OP 4 5
3.  Pavel Turek GTomkovaOL 4 8
4.  Peter Grajcar GMetodovaBA 3 4
5. Roman Bujddk G JM Galanta 3 4
6. Jakub Pelc G UherBrod 3 9
7. Richard Hladik GOAMarLaz 4 23
8.  Martin Kurecka GJaroseBO 3 2
9. Matous Bilek GJSkodyPR 2 2
10. Pavel Turinsky G Brandys 4 13

Hj-1 H4-2 H4-3 H4-4 H4-5 HY-6 HY-T | série  celkem
10 12 11 8 12 11 15 61,0 2410
7 4 12 4 31,2 1714
9 12 8 4 11 14 54,6 166,9
10 11 8 12 11 13 57,6 1574
6 7 11 12 11 51,6 144,2
7 6 11 45 4 6 38,4 1379

12,1 8 4 9 10 37,1 1377

0,0 121,6

10 115 5 8 12 11 12 59,0 112,3
7 7 3 4 9 10 48,8 89,8
10 8 18,0 85,4

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry|
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resitel skola rocénik sérii | H4-1 H4-2 H}-8 Hj-4 HJ-5 H4-6 H4-T | série celkem
11. Rajmund Hruska GPosKosice 4 2 0,0 70,0
12. Filip Geib G MMH LM 3 5 0,0 66,6
13. Katefina Cizkova G_Rokycany 3 3 7 23,1 57,7
14. Jonas Fiala GJungmanLT 4 7 0,0 56,0
15. Stanislav Lukes GPisnickaPH 4 14 10 34,0 55,9
16. Martin Picek GJirsikaCB 2 2 0,0 55,0
17. Lukas Caha GZborovPH 3 3 7 15,8 54,5
18. Jakub Pintera SPS Prosek 4 2 0,0 51,4
19. Frantisek Deckert GOpatovPHA 4 2 10 11 21,0 50,0
20. Viktor Fukala GKepleraPH 0 2 10 11 440 440
21. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 3 4 0,0 43,6
22. Matous Marik G_Krumlov 4 1 0,0 40,7
23. Tomas Konedny GlJirsikaCB 4 1 10 11 40,2 40,2
24. Jan Kaifer GKepleraPH 1 5 0,0 34,5
25. Toméas Raunig GHlu 2 2 0,0 34,3
26. Michal Kodad SPS_Smichov 1 7 7 7,6 34,1
27. Vaclav Pavlicek SPSE_Pard 1 7 7 8,0 33,5
28. Frantisek Kmjec G Brandys 1 4 0,0 33,3
29. Ondfej Gonzor G Brandys 0 3 7 8,0 31,6
30. Krystof Mitka ZSUniverzum 0 3 0,0 31,2
31. Jifi Loffelmann GLitomérPH 3 7 3 3,6 29.5
32. Filip Masar PiarGNitra 3 2 0,0 27,4
33. Daniel Skypala GTomkovaOL —1 3 7 7,6 27,2
34. Petr Gebauer GMélnik 3 2 0,0 26,8
35. Anna Rechtackova GJaroseBO 4 2 0,0 22,7
36. Kristian Jacik GSRandyJN 4 1 0,0 22.6
37. Ondrej Krsicka GJaroseBO 1 2 0,0 22,0
38. Anna Hollmannova GSRandyJN 0 3 0,0 21,5
39. Jakub Suchének GOpatovPHA 3 4 11 11,0 19,0
40.-41. Radek Olsak MensaG 2 1 0,0 18,4

Véclav Sraier GCeskoliPH 4 11 7 12,7 18,4
42. Jindfich Dité VOSPSZd4r 1 2 0,0 17,2
43. Premysl Stastny GZamberk 4 15 0,0 15,6
44. Ondfej Cach SPSE_Pard 1 1 0,0 15,4
45. Karel Balej G_Rokycany 2 1 7 14,5 14,5
46. Antonin Hejny GLitomérPH 0 1 6 13,3 13,3
47.-48. Vojtéch Hudec G_CT¥ebova 3 3 0,0 12,1

Josef Polasek GKepleraPH 1 1 0,0 12,1
49. Vojtéch Lengal GZborovPH 3 1 0,0 11,0
50. Dalibor Kramar G BO-Re¢ 2 1 0,0 8,7
51. Adam Dfinek GNAlejiPH 3 1 0,0 8,0
52. Vit Skalicky GPisnickdiPH -1 1 5 7,9 7,9
53. Jan Neumann GNAlejiPH 3 2 0,0 7,7
54.-55. Jakub Dobry GMikulasPL 3 4 0,0 7,6

Anna Sebestikova GCeskaCB 2 2 0,0 7,6
56. Michael Kozel GZborovPH 3 1 0,0 7,5
57. Jan Jenicek GNAlejiPH 1 1 0,0 7,4
58. Jakub Jirkal GJungmanLT 2 1 0,0 7,2
59. Jakub Spisak G VBN Prie 4 1 0,0 7,0
60. Michaela Bobenic¢ova GPosKosice 2 1 5 6,9 6,9
61.-62. Erik Kucddk GHorMichal 4 1 0,0 6,7

Martin Miller GVodéraPH 3 1 0,0 6,7
63. Michal Téopfer G DrJPekMB 4 11 0,0 6,6
64. Eligka VI¢inska GHladnov 2 2 0,0 6,3
65. Jan Bil GDasickaPA 4 1 0,0 4.0
66. Jonas Havelka GJiroveCB 1 2 0,0 2,2
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