Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

28. rocnik

Mili resitelé a resitelky!
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Ziiiiv! Slunicko se sméje na obloze a tika cosi o jaru. Organizatori KSPc¢ka tkvi pod pefinou a fikaji
cosi 0 zimnim spanku. Stromy opatrné vystrkuji listy z pupent. Organizatofi opatrné vytahuji zpod
polstare papir s napady na tlohy. Po nebi se prohanéji mracky a maéavaji ptackim. Po papife se
prohanéji tuzky a sepisuji zadani. Vstavat a fesit! A pro¢? No protoze je jaro!

Pii pfileZitosti jarni rovnodennosti (véerejsi) vam posildme zadani ¢tvrté série, jak stvofené ke ¢teni

pod rozkvetlym stromem.

Pripominame, ze kazdému fesiteli, ktery v tomto roc¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bodi,

darujeme propisku, blok, tuzku, a mozna i néco navic.

Termin série: Pondéli 2. kvétna 2016 v 8:00 SELC (CodEx m4 termin stejny)

KSP

Brezen 2016

Odevzdavani: Pies web na adrese |phittps: //ksp.mff.cuni.cz/submit /.

Odmeéna série: Cokolddu posleme kazdému, kdo z tloh této série ziska alesponi 42 bodu.

Ctvrta série dvacatého osmého roéniku KSP

Pribéh péti domu

Utahuji posledni sroub, jeste pro jistotu naposled zmeérim
napéti, balim si naradi a vyrdZim zpdtky domi. UZ se tu
nechci zdrZovat ani minutu. Je pdtek po devdié vecer a mé
jesté doma cekaji pripravy na vikend a taky jsem détem
slibil pohddku.

Pracuji jako technik pro jednu telefonni spolecnost. Prd-
ce to ment Spatnd, docela mé i bavi a hlavné mé v bézném
Zivoté prilis nezatézuje. Akorat kdyz v mém okruhu nastane
ndhly vypadek, jako treba ted, tak to musim hned jit opra-
vit. Ale co nadéldm, aspor Ze se to tentokrdt stalo primo
v nasem bloku, tak jen staci projit ulici a jsem doma.

28-4-1 Sledovani telefonu 9 bodu

V ulici stoji v fadé N domi. Kazdy z nich ma jeden telefon
a je propojen telefonni linkou s dvéma sousednimi domy
(jednim v pFipadé krajnich). Grafové fedeno tvori telefonni
sit cestu: vrcholy predstavuji domy a hrany spoje. Pokud
zavolame z domu a do b, musi hovor projit pres vSechny
spoje lezici na cesté mezi a a b.

U kazdého spoje vime, kolik pfes néj za posledni tyden pro-
$lo hovort. Na zakladé této informace bychom chtéli zjistit,
kdo komu volal. To samoziejmé nelze urc¢it jednoznacné,
stejny provoz na spojich muze vytvorit mnoho rtznych fe-
Seni. Vyberte to s nejmensim celkovym poctem hovort (po-
kud je vice takovych, libovolné z nich).

Napriklad pro N = 7 a po¢ty hovort na spojich postupné
1,3,2,1,3,2 muselo probéhnout nejméné pét hovorti a mohly
vypadat napiiklad takto:

Tedy probéhly hovory A - D, B - C,B—>FaE — G
aznovu E — G.

S mensim poctem hovori nelze vytvofit zadané vytizeni
linek.

@ Lehéi varianta (za 5 bodit): Reste za predpokladu, ze
se poc¢ty zachycenych hovorii na libovolnych dvou sou-
sednich spojich lisi maximélné o 10.

V mé ulici stoji pét domi a pri takové vecerni prochdzce
st aspom zas jednou udéelam obrdzek, jak se dati sousedum.
Vsichni zde Zijeme uZ témeér deset let a k nasemu nastého-
vani se vdze spolecny pribéh.

* % *

Bylo mu tehdy 25 let a o tomto roce muzu jednoznacné
mluvit jako o roce smuly. Firma, ve které jsem byl zamést-
ndn, prodéldvala, a tak musela cistit. Jako nezkuseny mla-
dik jsem to odnesl jd a dalsi prdaci dlouho nemohl sehnat.
A aby toho nebylo mdlo, tak mi navic o pdr tydni pozdéji
vykradli byt a stopy zakryli tim, Ze ho prosté zapdlili. Pa-
chatele se dopadnout nepodatilo, vchodové kamery nikoho
nezaznamenaly a ant nebyly patrné jakékoliv znamky vnik-
nuti. Prosté zdhada a pojisteny jsem nebyl. TakzZe jsem na-
jednou nemél ani prdci, ani kde bydlet, a ndpad, jak z toho
ven, uZ vubec ne.

Vecer, kdyz jsem svij Zal zapijel v mistnim lokdle, nemél
jsem totiZ kam jinam jit, si ke mne prisedl uhlazeny muz
v obleku a zacal se vyptdvat, co mé trapi. Strucné jsem mu
popsal svou situaci, svésil hlavu a zhrzele sedél dal. Opravdu
jsem nemél ndladu se s nekym vykecdvat.

Muz si na papir nacmdral pdr pozndmek a pak povidal:
»Pracuji pro spolecnost jménem Druhd Sance a mdam pro
vas nabidku. S kolegy zrovna zakldddme novy projekt a vy
byste pro nas byl idedini kandiddt. Vasi ucasti byste vyresil
vSechny problémy s praci a bydlenim, které vds momentdl-
né suZuji. Rozhodnuti je ted na vds. Pokud byste mél zd-
jem se dozvédet vice, zavolejte na toto c¢islo a domluvime si
schuzku. Moc ale nevdhejte, nase prostredky jsou omezené
a mohli bychom misto vds sehnat nekoho jiného.“

Predal mi svou vizitku, rozloucil se a s usmévem odesel.
O nabidce jsem dlouze nepremyslel a hned rano jsem volal,
Ze prijimdm. Schizka byla dalsi pondéls.

Prisel jsem na zadanou adresu a byl usazen do cekdrny.
Bylo nds tam celkem pét, tri muzi a dvé Zeny. Na pohled
jsme vsichni byli ve veku kolem pétadvaceti let. Z kanceldre
vySel muz, kterého jsem jiZ znal, v ruce drZel néjaké papi-
ry a povidal: ,Vyborné! Tak jste tu vsichni. Vybrali jsme


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

do naseho projektu prdve vds pét, protoZe si myslime, Ze
jste posledni dobou v Zivote neméli stésti a potrebujete do-
stat svou »druhou Sanci«. Tu vam muzZeme nabidnout. Jd si
ted jesté rychle musim néco dopTipravit. Zatim si projdéte
a podepiste tyto dokumenty a trochu se seznamte.

28-4-2 Podepisovani dokumentu 8 bodu

V kruhu sedi N lidi, kterym potfebujeme pfedat dokumenty
k podepséani. O kazdém vime piesné, jak dlouho mu bude
trvat, nez dokumenty zvladne projit. K dispozici mame dvé
sady dokumenti, které dame dvéma lidem, ktefi v kruhu
sedi vedle sebe. Ti pak dokumenty poslou dale po kruhu.
Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti, kterym dvéma sousedtim
dokumenty podat, aby celkovy ¢as prochazeni dokumentt
vSech lidi byl co nejmensi.

Napfiiklad pro nésledujici skupinku (¢isla udavaji dobu pro-
hlizeni v minutach):

je jedno z moznych feSeni naznacené Sipkami (dokumenty
ddme na zac¢atku osobam s ¢asy 6 a 9). Celkovy cas bude
14 minut. Rozmyslete si, ze 1épe to nejde.

Proni Zena byla bruneta oblecend v ¢ervenych Satech a bo-
tach na vysokych podpatcich. Svou image méla doplnénou
o cerny madni klobouk, zlaté ndusnice a nahrdélnik. Nebyla
vyloZené krdsnd, ale jak se takto vysvihla, tak se rozhod-
né bylo na co koukat. ManZel se s ni pry rozvedl, protoZe
dle jeho ndzoru zbytecné utrdcela za nesmysly a sama toho
moc nevydélala. Nakonec zminila, Ze jeji manZel stejné byl
jen takovy blbecek, ktery ji nedokdzal docenit, Ze si ji ani
nezaslouzil a Ze si urcité brzy najde lepsiho.

Druhgm byl pohubly muz, ktery pordd néco tukal do table-
tu a moc se s ndmi nechtél bavit. Pracovdval jako programd-
tor, pak se ale nepohodl s nadrizenymz, kdyZ chtel vsechny
pracovni dny vyuzivat home office a komunikovat pouze po
chatu. S rodici si také merozumnél. Neméli totiz pochope-
ni pro hrani online pocitacovych her a stravovdni pomoci
objedndvek pres internet. Prosté takovy ajtdk.

Treti osobou byla rozcuchand potetovand slecna, oblecend
v hipsterském stylu a vlasy obarvenymi na tmavé zelenou.
Dle svijch slov Zije pohodovy Zivot, ve kterém ji toho moc
nechybi. Stalou prdci nemd, ale kdyzZ potrebuje, dopomdhd
st brigadami, vétsinou rozndsenim letdki. Od rodicu odesla
v sedmndcti, protoZe pry méli prilis oldschoolovy pohled na
svét a zbytecné ji omezovali. Sedi tu s nami, protoze dostala
nabidku a nové prileZitosti neodmitd.

Cturtym pritomngm byl muz, takovy trochu podivin. Mél
vystudovand prdva, sociologii a nyni zacal chodit na eko-
nomku. V Zivoté se dostal do slepé ulicky, kdyz presahl vék
dvaceti Sesti let a za svd studia musel zacit platit. Nemél
totiz z ceho. Navic to byl vitaridn, coZ také nevychdzelo
nejlevnéji. Ve svém Zivoté dodrzoval prisnd pravidla ohledné
stravovdni, denniho reZimu, spdnkového rezimu a tak vibec.

Paty jsem byl jda, muZ s vyhotelym bytem, bez prdce a
s nulovou predstavou, jak tuto zoufalou situaci Tesit. Jinak
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ale obycejny chlap s ne prilis ndrocnou predstavou o Zivote.
Chtél jsem hlavné zaloZit rodinu, o tu se postarat, najit si
pdr prdtel a s témi obéas méco podniknout ¢i v zimé vyjet
na hory. Hlavné aby bylo pordd co délat a za ¢im jit.

Po wvyslechnuti pribehi vsech pritomnych bylo naprosto
zjevn€, Ze jsme vsichni navzdjem diametrdlné odlisni a md-
me naprosto jinak serazené své Zivotni hodnoty.

10 bodu

28-4-3 Razeni Zivotnich hodnot

% Mame zadanou mnozinu X s N navzajem rdznymi
celymi ¢isly a posloupnost Rj,...,Rx_1 operatorti

mensi nez (<) a vétsi nez (>). Najdéte usporadani zq, ..., xn

¢isel z mnoziny X takové, aby platilo

$1R1$2R2 L RN—lxN-

Formadt vstupu: Na prvnim fadku dostanete cislo N. Na
druhém radku najdete N éisel tvoficich mnozinu X (v ne-
uréeném pofadi) a na tfetim N — 1 znaktl < nebo > bez
mezer.

Formadt vystupu: Jeden fadek obsahujici ¢isla z X v takovém
poradi, Ze spliuji zadané relace. Spravnych feseni maze byt
vic, vypiste libovolné z nich.
Ukdzkovy vstup:

6

42 23815
>><><

Ukdzkovy vystup:
8523142

Vystup je spravny, protoze plati: 8 > 5> 2 <3 > 1 < 42.

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Po chvili z kanceldre znova vysel ulizly muZ v obleku.
Vybral od nds podepsané dokumenty a povidal: ,,Jmenuji
se Dalimir a mym tdkolem je uvést vds do celého projektu
a postarat se o vSechny formality s nim spojené. Vsem pé-
ti z vds néjakym zpusobem pomuZeme vyresit vds aktudlni
problém s bydlenim a financemi. .. “

,Heeej! Ja nemdm Zddnej problém a urcité nepotrebuju
ni¢t pomoc!® ozvala se zelenovlasd hipsterka.

Dalimir ale pokracoval dadl, jako by 3t viubec neslysel: ,Na
kraji meésta v ulici Nadvorni jsme postavili pét domi a kaz-
dy z nich se chystdme darovat jednomu z vds spolu jesté
s dalsimi vghodami. Jste pfipraveni se na né jit podivat?“

Nezmohl jsem se ani na slovo. Tak uZasnou zprdvu jsem
vitbec necekal. Ostatni na tom byli podobné. Vyhubly ajtdk
dokonce na chvili prestal koukat do tabletu a ddme v klo-
bouku v obliceji na okamzik zableskl vyraz pokory a vdéku.

Po chvili ticha se ozval vécny student: ,A nebudeme mit
pak problémy se zdanénim? Prosly ty domy oficidlni ko-
laudaci? A je legdIni v nich uz bydlet?“

»Nebojte, o to vse jsme se postarali,“ uklidrioval jej Da-
limir.

, Tak vyrazime!* pokracoval.

Dojeli jsme na misto a zacali prochdzet ulici. Dalimir
ndm vse peclivé popisoval. Kde najdeme zastdvky, kterym
smérem je nejblizsi obchod, a tak podobné. AZ jsme dosli
k prunimu, obrovskému domu.

»Nyni mi dovolte, abych vam predstavil proni dim. Jed-
nd se o tuto vilu se zahradou, bazénem a dvéma gardZemsi!
GardZ samozrejmé nent prazdnd, ale najdete v ni nejnovéj-
§t model auta Subaru XV Crosstrek. Samotny dum se pysni
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dvéma kuchynémi, tremi koupelnami a lozZnice pro hosty je
samozrejmosti. Interiér je navic zkrdaslen radou obrazu his-
torického i moderniho uménd. . . “ predstavoval Dalimir.

12 bodu

28-4-4 Podivuhodny obraz

é’ V domé visi podivuhodny obraz. Je na ném na-
LN kreslenych N bodt, které jsou spojeny dohroma-
dy M carami. Cely obraz je Cerno-Cerveny a ma zajima-
vou vlastnost. Pokud z bodu vedou alesponi 2 ¢ary, nékteré
z nich je ¢erna a néktera Cervena.

Co kdyby ale obraz vypadal jinak? Sel by pofad takto na-
kreslit? Vymyslete algoritmus, ktery na vstupu dostane ne-
orientovany graf a obarvi jeho hrany dvéma barvami tak, ze
kazdy vrchol se dotyka hran obou barev (piipadné zjistéte,
Ze to nejde). Pozor, vstupni graf nemusi byt souvisly.

®

Format vstupu: Na prvnim fadku dostanete dveé cela ¢isla IV
a M udavajici pocet vrcholt a hran. Kazdy z nésledujicich
rfadkt popisuje jednu hranu pomoci dvojice ¢isel vrcholu
(vrcholy ¢islujeme od nuly).

Lehé&i varianta (za 8 bodi): Reste za predpokladu, ze
vSechny vrcholy maji sudé stupné.

Format vystupu: Vypiste celkem M tadku popisujicich bar-
vy hran ve stejném poradi, jako byly na vstupu. Barva kaz-
dé hrany je bud 0 (Cernd), nebo 1 (ervend, na obrazku
Sedd). Pokud graf nejde spravné obarvit, vypiste jediny Fa-
dek obsahujici ¢islo —1.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

79 0 6
01 1

02 1

13 0 4 5
23 0

24 0 9 3
35 1

45 0

46 1 0°—°1
5 6

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdéavacim systé-
mu si nechite vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

»To zni upln€ jako sen!“ vykrikla nadsenim dama v klo-
bouku.

LA to jesté meni vsechno,“ pokracoval Dalimir, ,starat
se o takovy dum neni sranda. Proto také od nds mdte k dis-
pozici komornika, uklizecku, zahradnika, osobniho Soféra a
hlidace k vasim sluzbdm. Soucdsti je také financni dar, kte-
ry by mel stacit na veskerou udrzbu na alespon dalsich pét
az deset let.“

A tento dum se vSemi jeho vijhodami jsme pFipravili. . .
Chvile napéti. .. Pro wvds, slecno!* ukdzal na ddmu v klo-
bouku.

»10... to je naprosto uZasnée,“ rozpacité dékovala dama,
LUrcité se budu snazit vas nezklamat a budu domu delat
dobré jmeéno. Urcité vam dokdzu, Ze si jej zaslouzim.“

LAno, ano. Uvnitt na vds éekd komornik, ktery Vam vée
ukdze,“ ukazuje na vchod Dalimir, ,tak se bézZte sezndmit
a my ostatni budeme pokracovat ddl.“

Taok to je teda husty, Tikdm si pro sebe. Jestli vSechny
domy budou takovy, tak jsem totdlné za vodou.

»Nyni prichdzime ke druhému domu,“ znova mluvi Da-
limir, ,tento dum se pysni témi nejmodernéjsimi technolo-
giemi, kterée doposud lidstvo vyvinulo. Nejen Ze budete mit

k dispozici ty nejlepst pocitace a dalsi hracky, ale jesté k to-
mu vdm kazdy rok budeme doddvat novée. Spolecnost vam
budou délat domdci roboti, kteri za vds vysaji, automaticky
ovlddani droni, kteri doleti ke dverim pro postovni zdsilky,
vyzvednou krabici s jidlem, a cekd na vds jesté fira dal-
sich technologickyjch vychytdvek. Navic je vSechno centrdlné
ovladatelné a synchronizované. Kdyz na to prijde, tak cely
den nebudete muset vylézt z postele, a pritom se o vSech-
no zvlddnete postarat. Vysokorychlostni internet a pokryti
Wi-Fi v celém aredlu je samozrejmosti.“

»lak to uz se nemuzu dockat, aZ se nastéhuju, to je pres-
né pro mée,“ usklibla se ironicky hipsterka. Vsichni uz jsme
tusili, kdo bude novym vlastnikem domu. Vyhublému ajtd-
kovi zacaly svitit oc¢i a pozorné poslouchal kazdé slovo jako
do té doby nikdy.

Vitom se zablesklo a pred domem se objevil urostly muz
s mecem v ruce. Na jeho rukou a nohou probleskovaly pruhy
modrého svétla. Pdr vterin tam stdl, rozhliZel se, ale pak se
zase zablesklo a byl fuc.

LA ted jste mohli vidét... To byla asi... ukdzka auto-
matického zastrasovdni pomoct holografické strdZe,“ pokra-
c¢oval Dalimir, ,neni to ale jediny bezpecnostni prvek, ktery
zde je. Cely aredl je pokryty kamerami, které zevniti miZe-
te sledovat z libovolného pristroje a vstoupit miZete jen po
identifikaci svou ocni duhovkou.

yJak uz asi tusite, tak tento dum je primo délany pro vds,
pane,“ ukdzal na ajtdka a ten se zaradoval: ,Jd... nemizu
se dockat az si vsechny tyhle super véci vyzkousim a porddne
nakonfiguruji! Tenhle dum je to nejlepsi, co jsem zatim ve
svém Zivoté videll“

,Bézte ke vchodu. Tam vdm kolega naskenuje duhovku
a provede dal$i inicializaci. My budeme pokracovat ddl,“
povidd Dalimir.

»Nyni prichdzime ke tretimu domu. V tom se urcité nikdy
nudit nebudete! Uvniti najdete bowlingove drdahy, kulecnik,
saunu, minikino s vitivkou, venkovnt pdrty bazén, minigol-
fové hiisté a kroketové hiiste. At budete chiit podniknout
cokoliv, nikdy nebudete muset chodit moc daleko. ..

28-4-5 Hra kroket 11 bodu

Ve hre kroket presouvame micek po hfisti pomoci nékolika
uderu holi. Micek povazujme za bod nulové velikosti, ktery
se po uderu pohybuje po usecce. Celd trasa micku tedy
tvori lomenou ¢aru. Na hiisti jsou také rozmisténé branky,
které si budeme predstavovat jako tsecky. Cilem hry je, aby
micek projel vSechny branky, a to v predepsaném poradi.
Navic kazda branka mé urCeny smér, kterym je tfeba ji

projet.
o O ®
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Na vstupu dostanete startovni a cilovou pozici micku a se-
znam branek (kazd4 je ur¢ena svymi krajnimi body). Na-
jdéte nejkratsi trasu micku, kterd zacné na startu, skonci
v cilovém bodé a projede vSechny branky spravnym smérem
a ve spravném poradi.



Jednoduchy pfiklad vstupu naleznete na obrazku. Plnou
Carou jsou znaceny branky, Sipky a ¢isla u nich udavaji
ocekavané poradi a smér prijezdu. Carkovand ¢ara ukazuje
spravnou nejkratsi trasu micku.

Jesté dodame, Ze je povoleno projet stejnou branku vice-
krat, staci, aby jeden z priijezd dodrzel spravné poradi
a smér. Napftiklad je korektni projet branky v poradi 1,
2, 4, 3, 4, protoze kdyz nepocitame prvni prijezd ¢tvrtou
brankou (ktery tim paddem mtize byt i $patnym smérem),
dostaneme spravné poradi.

®

tvofi rostouci posloupnost (nejdiiv je tfeba projet nejlevejsi
branku, potom druhou nejlevéjsi, . . . , az nakonec nejpravéj-
§f). Start je nalevo od v8ech branek a cil napravo. Jinymi
slovy, staci hrat jen zleva doprava.

Leh¢i varianta (za 7 boda): VSechny branky jsou svis-

vvvvvv

- - - Soucdsti je také bar a tanecni klub, ktery muZete
pouZit jak pro soukromé ucely, tak pro pordddni verejnich
akci. Persondl véetné DJe od nds samozrejmé mdte k dis-
pozici. Pak vzadu muZete provozovat vlastni tetovaci salon,
vedle nehoZ najdete sklenik, kde roste takové zelené prekva-
pent,“ dokoncuje vycerpdvajici popis Dalimir.

, Tak pockat! Co myslite tim zelenym prekvapenim? A vi-
bec mam takovy pocit, Ze pordddni pdrty v obytné cturti je
zakdzané. Ty urcité budou narusovat nocni klid. .. “ zacal
jej okamZzité napominat student.

»Tak tim zelenym prekvapenim jsem samoziejmé myslel
bio okurky a domdci zeli,“ vysvétluje Dalimir a pri tom ne-
patrné mrkne na hipsterku, ,co jste myslel vy? A o ruseni
nocniho klidu neméjte obavy. Cely aredl je vybaven moder-
nim odhlucriovacim systéemem, takZe s tim by nemél byt ab-
solutné€ Zadny problém.“

Dalimir pokracuge: ,A pro koho mdme pfichystany tento
dum? Ano, jste to vy, zelenovlasa divko!*

Hipsterka radostné nabéhla dovnitt a my ostatni pokra-
covali ddl, k domu cislo ctyri.

»Nebudeme to dal napinat. Dalsi dum je urcen zde pro
naseho vécného studenta a muzZeme jej klidné nazgyvat Do-
mem védomosti,“ predstavuje cturty dum Dalimir.

ySoucdsti tohoto domu je obrovskd knihouna, ve které
jsou k dispozici vsechny studijni materidly, odborné céldnky
a literatura, které v poslednich 50 letech lidstvo vyproduko-
valo. K tomu je doddna prehledovd brozura k bezprobémové
orientaci v celém archivu. Navic jsme Vam zaridili licenci
pro sledovdani predndsek z péti nejvétsich univerzit na svéte.
Kdyby Vam preci jen néco chybélo, nebo vysel néejaky novy
clanek, ktery byste chtel, nevahejte nam tict a my jej pro vds
obstarame. Dadle kolem domu mdte dost prostoru pro pésto-
vant ovoce, zeleniny, bylinek a obilovin, které byste k Zivotu
mohl potrebovat. Doddme Vam jeste nekolik profesiondlnich
ekologickych zahradniki, kteri s Vami na péstovani budou
spolupracovat. Spolecné toho pravdépodobné vypéstujete vi-
ce, neZ budete potrebovat, a jelikoZ pozemek patri Vam, tak
vds prebytek nejspis i uZivi. A mdlem bych zapomnél, to
auto, které tady stoji, je Vds novy elektromobil, setrny k Zi-
votnimu prostredi,“ dokoncuje Dalimir.

»Tak to je naprosto bozi! Tohle je doslova a do pismene
mij sen! Zivy, tady, prede mnou a jesté k tomu patii mné!
Vidbec nevim, jak Vdm mdam podékovat,“ povidd student,
ale neni na ném vidét Zddnd vyraznéjsi emoce.

»Jen mi nedékujte a radéji se bezte zabydlet,” posild jej
Dalimir dovnitr.
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»Tak ted jesté vyresit vds,“ vikd smérem ke mné, ,dim
pro vds je jesté kousek dal po ceste.“

Prichdzime ke znatelné mensimu domu, nez byly vsechny
predchozi, ktery na proni pohled vypadd naprosto obycejne.

Dalimir zacind predstavovat: ,Pro vds mdme postaveny
klasicky rodinny dim ctyri plus jedna. Oproti béZnym tri
plus jedna md navic druhou lozZnici, kterd se na takto od-
lehlém misté urcité bude hodit a pripadné se dd prestavet
na détsky pokoj. K domu patii mensi zahrada vhodnd pro
letni posezeni venku. Jinak je to klasicky byt. Kuchymn je
vybavena spordkem a myckou, obyuvdk televizi a DVD. Také
pro vds mdme Volkswagena. Je sice trochu ojety, ale zase
malo Zere ... A kdybyste mél zdjem, tak vds doporucime
do jedné telefonni spolecnosti, kde zrovna shdni zdatného
technika. To jste vystudoval, je to tak?“

»Ano, je to tak,“ odpovidam.

,Tak to je asi véechno. Jak se Vdm to libi?“ dokoncu-
je a pta se Dalimir. Ja na to rozpacité odpovidam: ,No. ..
ano, libi. .. Samozrejme, Ze libi. Ale. . . je tu jedna véc, kte-
rd mi vrtd hlavou. . . Ostatni dostali vyrazné vetsi a luzus-
néjsi domy a v podstaté se jim dneska splnily vsechny sny,
zatimco pro mé mdate »jen« takovyhle »obycejny dum« 2%

Dalimir hned reaguje: ,,Rozumim. Tento dar od nds ne-
musite prigmout. Pordd madte moznost jej odmitnout. Jsem
si celkem jisty, ze ziskanim tohoto domu budete ve znacné
lepst situaci, nez jste byl pred tydnem. ..«

,Ano, ano. Jd si urcité nechci stéZovat. Jsem samoziej-
mé nadsen a vasi nabidku prijimdm vsemi deseti! Jen mé
trochu zaskocil ten nepomér vici ostatnim. Ale uZ radéji
mlcim,“ vymlouvam se.

» Tak to bude nejlepst,“ tikda Dalimir, ,jd bych si dokonce
vsadil, Ze se svym novym obydlim budete spokojeny. A kdo
vi, jestli ne dokonce vic neZ ostatni? Tak se béZte dovnitr
trochu porozhlédnout, jd ted jesté musim dofesit pdr véci
a trochu si to vSechno utridit.“

28-4-6 Medianové tridéni 9 bodu

Mame dohromady N d¢isel k setfidéni. Také mame tako-
vou specialni krabicku. Té na zac¢atku zadame fixni liché K
a pak do ni zacneme postupné vkladat néjaké prvky. Po
kazdém vlozeném prvku nam krabicka fekne medidn z po-
slednich K vlozZenych prvki, tedy takovy prvek, ktery by se
po jejich setfidéni nachéazel na prostfednim misté. Krabicka
zacne vracet mediany teprve poté, co do ni vlozime alespon
K prvki.

Napriklad pokud pro K = 3 do krabicky vlozime postupné
prvky 4, 7, 1, 2, 3, 5, fekne ndm hodnoty 0, 0, 4, 2, 2,
3 (kde 0 zna&i prazdny vysledek, kdyz krabicka obsahuje
méné nez K prvki). Napiiklad prvni dvojka je medidnem
posloupnosti 7, 1, 2.

Vymyslete, jak s pomoci takovéto krabicky setiidit ¢isla v li-
narnim c¢ase. K si muzete zvolit libovolné, klidné pro kazdy
vstup jiné. Predpokladejte, ze ptidani prvku do krabicky
trva konstantni cas.

Po tom dni a podepsdni vsech smluv jsem Dalimira uZ
nikdy nevidél a o Druhé sanci nikdy neslysel.

* * *

Od té doby se u nds v ulici ledacos zménilo. Ted kdyz
prochdzim kolem pruniho domu, tak z nej vécne slysim krik
a hadky. Ddma uZ se za tu dobu stihd potreti rozvadeét. Ni-
kdo pro ni neni dost dobry. Co na tom, Ze vlastni ispéesny
salon krdsy a veceri kavidar? Co na tom, Ze vyhrdvd véechny
soudni spory o majetek a déti, kdyZ Zdidnému z mich ne-



muze doprdat pocit fungujici rodiny a namisto materského
objeti jim promajimd chuvu, aby se mohla naplno vénovat
svému ucesu a nehtim. Tato ddma dostala pred deseti le-
ty neuvériteln€ moznosti. BohuZel se ale snaZila urvat vice,
nez dokdzala sama unést. Délala spoustu véci, které nebyly
zrovna spravné, ale délala je prosté jen proto, Ze si je moh-
la dovolit. Podle mé ted urcité nevede Zivot, jaky si predtim
vysnila.

Blizim se ke druhému domu. U néj je zaparkovand blika-
jict sanitka. Uz zase... Vyhubly ajtdk se totiz vSemi tech-
nologiemi a vymoZenostmi nechal natolik unést, Ze jen zrid-
kakdy vychdzel ven. Dnesni svét to bohuzZel umozniuje. Kdyz
se nad tim zamyslite, tak uZ vlastné neexistuje mnoho véct,
které by se medaly zatidit online. Jeho Zivot byl naprosto
odddn virtudlni realité a modernim technologiim. BohuZel
virtudlnimu svétu ddval vyraznou prednost pred tim fyzic-
kym a ignoroval potieby svého vlastniho téla. A tak zacal
trpét ochabnutim svali, zanéty zapésti a nakonec se mu za-
cala bortit pdter.

Pred necelym rokem ochrnul na dolni polovinu téla, kdyz
upadl na zem po cesté na zdchod. Zachranili jej aZ kama-
radi z online hry, kdyZ se do ni dva dny po sobé nepripojil
a ani o sobé nedal védet. Dostat se pak k nému a poskytnout
mu lekarskou pomoc byl takée problém. Projit pres vsechna
technologickd zabezpecent, kterd v domeé mel, by byl ukol mi-
nimdlné pro CIA. Jesté Ze mél jen obycejnd sklenénd okna.

Po tomto incidentu mu byl pridélen osobni pecovatel. Ten
se nasledné stal jeho nejblizsim pritelem ve fyzickém svété
za véechny ty roky. Viastné byl zdroven jedinym cloveékem,
ktery travil v jeho pritomnosti vice jak deset minut denné.

Kdyz jsem mijel jeho dum, zrovna se sanitka rozhoukala
a zacala odjiZdét.

28-4-7 Jizda sanitkou 11 bodu

Sanitka ma nalozeného stabilizovaného pacienta a potiebu-
je jej bezpecéné odvézt z jeho domu do nékteré z nemocnic.
Ve mésté ale probihaji na ruznych mistech opravy, v jejichz
okoli to nebezpecné drncé a navic pobliz nich hrozi uviznuti
v zacpé. Proto by se Fidi¢ rad drzel od mist oprav co nejdal.

Mate zadanou mapu mésta jako ¢tvercovou miizku s vy-
znacenou pocateéni pozici, pozicemi nemocnic a pozicemi
vSech mist, kde probihaji opravy. Najdéte nejvétsi K tako-
vé, ze existuje cesta ze startu do néjaké nemocnice, ktera se
po celou dobu drzi ve vzdélenosti alesponi K od vSech mist
oprav. Zaroven také najdéte libovolnou cestu spliiujici toto
omezeni.

Po mapé se pohybujeme pouze vodorovné a svisle. Vzdale-
nost méfime v manhattanské metrice, tedy jako soucet roz-
dilt z-ovych a y-ovych soufadnic. Napiiklad policka (1,2)
a (5,3) maji vzdalenost 4+1 = 5.

Pro nésledujici mapu (S znadi start, N nemocnici a X misto
oprav) je nejvétsi K = 2 a jedna z moznych optimélnich cest
je vyznacena Sedé. Snadno nahlédnete, Ze pro K = 3 zadna
cesta neexistuje.

N N
X

X

N X S

Ve tretim dome byl klid. Nedd se to vibec srovndvat s tim,
co se tam délo pred péti aZ deseti lety. Byvala tam divokd
pdrty minimdlné kazdy druhy den, kterd se bez vyjimky pro-
tahovala minimadlné do pozdniho rdna dal§tho dne. Jd sdm
jsem se tam také dvakrdt vydal a mizu Fict, Ze to bylo super!
Pak jsem ale dalsi dva dny témér jen leZel, spal a strizli-
vél. Takovouhle akci bych dokdzal preZit mazximdlne dvakrdt
mésicné, tak je pro mé naprosto nepochopitelné, Ze to ta
zelenovlasd, dnes uZ cernovlasd, hipsterka zvlddla tdhnout
pres ctyri roky v kuse zhruba ctyrikrdt tydneé.

Celou dobu to vypadalo, Ze si vSe mazximdlné uZivd. Pak
ale jednou z niceho nic, kdyZ se party zase dobre rozjela,
proskocila zavrenym oknem a dopadla primo do bazénu. Nic
vazného se ji nestalo a nikdo presné nevi, proc¢ to vlastné
udélala. Nikdo ji v té dobé nebyl dost blizky, aby dokdzal
néco tusit, natoZ pak predpovidat. Z tohoto incidentu se
ale nedokdzala vzpamatovat a dalsi skoro dva roky strdvi-
la na psychiatrickém oddéleni. Asi to holka s tou volnosti,
spontdnosti a nevdzanosti prehnala. Zila naplno kaZdy mo-
ment a jen pro ten moment. UZ si ale nenasla chvilku, aby
se sama ohlédla odkud, kam, za ¢im, pro koho a proc jde.
A tak se ji tyhle nevyresené a odkladané pocity hromadily
tak dlouho, aZ to najednou vybouchlo.

Dneska ale Zije docela jiny Zivot. Nasla si stalého pritele
a spolecné prizemi jejiho domu prestavéli z nocniho klubu
na moderni $kolku. Jsme spolu prdtelé a obcas se navstévu-
jeme. Myslim si, Ze navzdory svému divokému mlddi je to
celkem fajn a rozumnd holka.

Ted uz se blizim ke ctvrtému domu. Tam se toho za téch
deset let moc nezménilo. Predtim tam Zil podivny vécny stu-
dent, jehoZz Zivot byl rizen prisnygmi pravidly. Dnes tam Zije
podivny vécny student, jehoZ Zivot je Tizen jesté prisnéjsi-
mi pravidly. Akordt nyni md svou sbirku tituli obohacenou
o mnohé dalsi obory. Kazdy den vstavd a chodi spdt ve stej-
nou dobu, md peclivé navrzeny jidelnicek, trikrdat tydné cvi-
¢i a vibec v jeho Zivoté neni Zddnd nepravidelnost. Namisto
kamarddi md pouze spolupracovniky a spolubadatele.

Ze zacdtku jsem jej pdrkrdt zkusil nékam pozvat, ale v je-
ho rozvrhu se tézko dda hledat minuta, kterd by nebyla za-
brand v rdmci jeho sloZitého tjdenniho reZimu. Ted o ném
absolutné nedokdzi Tict, zda je v Zivoté stastny a zda md to,
co hledal. Nerozumim mu, nemdme si spolu co Tict, emoce
na sobé neddvd zndt, ale tieba je tak stastny.

Ted uz se konecné blizim ke svému domu. Tam na mé
cekd manzelka a mé dvé krasné déti, pro které jsem na za-
hradé v poslednim roce postavil malé détskeé hriste. Mys-
lim, Ze ted Ziju spokojeny Zivot, ve kterém jesté stdle jdu za
svym cilem. Poslednich deset let pro mé nebylo vZdy jedno-
duchigjch. Musel jsem se hodné snaZit v prdci a délat presca-
sy, abych ziskal vyssi kvalifikaci a zvedli mi plat. Doma ndm
zas nedavno prasklo potrubi a deéti jsme museli slozité do-
vazet k babickdm a vibec celkem casto musime Tesit takové
nahlé problémy. Ale zatim jsme to vZdy vsechno néjak zvldd-
li.

Jsem opravdu rdad, Ze mi kdyst byl pridélen prdvé tento
dum a ne Zdadny jing. Jsem opravdu spokojeny. V tom se
tehdy Dalimir trefil.

Viem mym sousedim se v ten den splnil jejich sen a za-
cali si hlavné uZivat a po néjaké dobé se toho presytili. Ni-
kdy v Zivote se nenaucili, jak o véci v Zivoté bojovat a jok
se o své cile snazit. Ja oproti nim dostal jen podminky, kte-
ré mi umoznovaly si za svymi cili jit a snaZit se je plnit.
Samotny fakt, Ze se mi to dari a postupné za mnou jsou
vidét vysledky, mé naplriiuje opravdovym stéstim. Takovym



tim pocitem zadostiucinént, ktery moji sousedé dlouho nebo
dokonce nikdy neméli sanci poznat.

Oni do ndruce dostali svij cil a v tom okamZiku se pre-
stali zajimat o jakoukoliv cestu, kterd by je nékam mohla
dovést. Ja jsem dostal moznost stavét si svou vlastni cestu
a jit po ni. A to je presné ono, protoZe prdvé ta cesta je
muyj cil! Ano, je to tak: ,Cesta je cil!®

Pribeh pro vds napsal

Karel Tesar

28-4-8 Strojové uceni 20 bodu

Co je to strojové uceni? Lidské uceni je schopnost adap-

tace na nové situace. Kdyz budeme poprvé hrat Sachy,
asi nam to nepujde moc dobre, ale podruhé to ptjde trochu
lépe, a kdyz budeme hrat dost dlouho, miiZzeme se stat ex-
perty. Mtizeme se naudit hrat dobte Sachy, i kdyz na zacatku
dostaneme jenom jejich pravidla, kterd ndm umoziuji dé-
lat Spatné i dobré tahy. Nikdo nam nedé pfesny postup, jak
byt expert — v nasi hlavé hranim Sacht vznikne schopnost
hrat je dobte.

Strojové uceni se snazi replikovat tuhle schopnost v pocita-
Cich. Je velmi uzite¢né umét fesit problémy, na které nezna-
me zadné jasné algoritmy. To plati obzvlast, kdyz se sna-
zime automatizovat néjaky aspekt lidské inteligence. Jedna
prakticka aplikace je tfeba pocitacové vidéni. Dnes pocitace
umi ¢ist psany text, rozeznavat lidské tvare, nebo tieba hle-
dat ve fotkach dopravni znacky, a to vSechno s nadlidskou
presnosti. Algoritmus strojového uceni naptiklad dostane
5000 prikladid 10 rtznych dopravnich znacek a jeho vystu-
pem bude postup, jak je od sebe rozpoznat.

Vétsina materialll o strojovém uceni je bud v angli¢ting ne-
bo pouziva anglickou terminologii. Aby pro vas bylo snad-
néjsi si dle zadjmu dohledat vic informaci, budeme ceské ter-
miny zavadét i s jejich anglickymi ekvivalenty. Jestli byste
chtéli strojovému uceni vénovat vic samostudia, muzete si
tfeba najit materidly ke kurzu Machine Learning na Cour-
sefe.?

Druhy strojového uéeni

Strojové uceni se déli na tii siroké kategorie: uceni s uci-
telem (supervised learning), bez ucitele (unsupervised lear-
ning) a zpétnovazebni ucent (reinforcement learning).

Zminény problém klasifikace dopravnich znacek patii pod
uceni s ucitelem. Jakysi ucitel nam ukazal priklady a fekl
nam ,tohle je stopka®, ,tohle je zdkaz vjezdu“, a tak dale.
Nagim tkolem je podle téchto trénovacich dat vyrobit al-
goritmus, ktery bude fungovat dobfe nejen na piikladech,
které jsme dostali od ucitele, ale i na téch, které jsme jesté
nikdy nevideéli.

Uceni bez uclitele se snazi najit néjaké pravidelnosti, ale
nemd zvenku zadéno, ¢im se takové pravidelnosti budou
vyznacovat. Kdyz mame néjakou sadu dat, o které nic ne-
vime, ueni bez ucitele ndm tfeba muze pomoct najit né-
jaké jejich ,vyznamné vlastnosti“, na které se pak muzeme
zamé&Fit zvl1ast. Mezi udeni bez uditele patii tieba detek-
ce anomdlit, kterd hleda ve vstupnich datech vzorky, které
vyznamné vybocuji z ,pravidelné struktury“. Kdyz treba
mame datacentrum plné servert, mizeme se snazit detekci
anomalii najit servery, se kterymi je néco néjakym zpiso-
bem $patné, i kdyz pfedem nevime, jakym zptisobem se
mohou porouchat a jak se to projevi v parametrech, které
méfime.

Zpétnovazebni uceni je o néco specialnéjsi. Pouziva se na
uceni chovani v prostredi, ve kterém nemusi byt podle vy-
stupu nauceného systému hned jasné, jestli se chova chytte.
Predstavte si tfeba, Zze se snazime naucit hrat Pacmana.
Algoritmu fikdme, jak vypadé labyrint, kde se Pacman na-
chézi, kde jsou duchové a kde je jidlo a on nam fika, kam
chce, abychom 8li. Chceme, aby se naucil, jak se ma hybat,
aby sezral co nejvic jidla a pokud mozno neumtel. Kdyz
algoritmus fekne ,,jdi vlevo,“ tak nevime hned, jestli to byl
dlouhodobé dobry krok, nebo Spatny krok — to zalezi na
tom, jak se algoritmus zachovd v budoucnosti (napiiklad
jestli ho vlivem tohoto kroku za 5 tahd zabije duch). Pac-
man provadi posloupnost akci v néjakém prostiedi a snazi
se, aby se nakonec naucil co nejlepsi algoritmus pro hrani.

Uceni bez uditele na to pouzit zfejmé nejde (protoze mé-
me konkrétni cil — snazime se maximalizovat snédené jidlo).
Uceni s ucitelem se taky nehodi. Intuitivné bychom se totiz
neucili hrat dobie — ucili bychom se jenom napodobovat
ucitele. Pokud by tedy ucitel byl tfeba mistr svéta v Pac-
manovi, tak by ho nas§ nauceny algoritmus neumél porazit,
protoZze se jenom nauci to, co umi ucitel. Nas cil je najit
co nejlepsi algoritmus, ktery je v rdmci pravidel Pacmana
mozny.

Dnes si ukdzeme péar zakladnich algoritmii uceni s ucitelem.
Ucéeni s uditelem

Zkusme se tfeba naucit podle vysky a obvodu pasu pred-
povidat vahu lidi. Nejdfive najdeme néjaké dobrovolniky
(necht je jich N) a posbirdame jejich vysky, obvody a véhy.
Vstupnim informacim, podle kterych se snazime predpovi-
dat hmotnost, fikdme piiznaky (features). Pocet pfiznaki,
tedy u nas 2, oznacime jako p; prvni priznak je vyska a dru-
hy je obvod pasu. Ulozime si je do vektoria z(M), z(2) ...,
). To, co se snazime nauéit piedpovidat — tedy vahu — si
ulozime do y®,...yN). Viem vstupnim i vystupnim da-
tim, se kterymi pracujeme, se fika souhrnné dataset. Ozna-
¢ime jej jako D.

Kdyz tieba z(®) = (1.87,93) a y® = 85, tak osmy dobro-
volnik méril 1.87 m, mél obvod pasu 93 cm a vazil 85 kg. In-
formacim, které méame o jednom dobrovolnikovi, tedy dvoji-
ci (x®),y®), ¥kdme spole¢né vzorek (sample). Pouzivame

standardni vektorové znaceni, takze xgg) =1.87a I(QS) =93.

Vétsina aplikaci uceni s ucitelem je klasifikace nebo regrese.
Klasifikace je prifazeni vstupniho vzorku do jedné z kate-
gorii. Regrese je predpovéd hodnoty néjaké funkce, ktera
vede do redlnych ¢isel. Predpovidani hmotnosti je regrese.
Urcéovani, jaky typ dopravni znacky jsme vyfotili, je klasi-
fikace.

Nas cil je najit néjakou funkci f takovou, ze pokud mozno
pro kazdy vzorek (z,y) je y = f(x), nebo aspoil mezi nimi
nebude velky rozdil. Kromé toho ale chceme jesté jednu
dilezitou vlastnost: f by méla dobie generalizovat. Uceni
je hledani vhodné funkce f.

Prvni pozadavek, tedy aby f na znamych vzorcich odpovi-
dala spravné, se da splnit spoustou zptisobti. Jeden z nich
je tfeba ten, ze by si f pfi uceni zapamatovala vSechna tré-
novaci data, a kdyz by dostala vstup x, tak by se podivala,
jestli tenhle vstup byl v trénovacich datech, a jestli byl,
vratila by jeho prislusny vystup, a jinak by vratila tfeba
9999. Mate-li nepfijemny pocit, ze na tomhle napadu je
néco Spatné, mate ho zcela spravné.

2 http://coursera.org/learn/machine-learning, nejbliz§i termin kurzu zaéina 21. biezna.
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Takova funkce f by fungovala perfektné na trénovacich da-
tech, ale jakmile bychom chtéli prfedpovédét hmotnost né-
koho, koho jsme jesté nevidéli, byla by zcela k nicemu. Ge-
neralizace je pravé tato schopnost fungovat dobfe i na lidi,
které jsme pfi uceni jesté nevidéli.

Priznaky

Kdyz chceme mit dobré predpovédi, samoziejmé velmi za-
lezi na tom, abychom zvolili dobré pfiznaky. Musi obsaho-
vat néjakou uzite¢nou informaci, na které zavisi ta veli¢ina,
kterou predpoviddme. Kdyz se snazime naucit predpovidat
hmotnost lidi, nejspi§ ndm pomuze védét fyzikalni vlast-
nosti, které s hmotnosti souvisi: tfeba vysku, obvod pasu,
vék nebo procento tuku v téle. Naopak nam asi nepomuze
védét barvu oc¢i nebo oblibenou kapelu.

Nez spustime algoritmus strojového uceni, vyplati se nejdiiv
zamyslet nad realnou strukturou problému a zkusit pro néj
vidat podle vysky a hmotnosti pravdépodobnost srdecni
pfihody v nasledujicim roce. Samotna hmotnost a vyska
sice jsou uziteéné informace (kdyz vazim 250kg, jsem rizi-
kové&jsi, nez kdybych véazil 70kg), ale lepsi nejspis bude si
pridat jako piznak BMI ((hmotnost v kg)/(vyska v m)?).
BMI zohledniuje, ze rizni lidé maji riiznou postavu — je asi
zdravéjsi vazit 100 kg a byt vysoky 2 metry, nez vazit 80 kg
a byt vysoky 1.5 metru.

Priznaky jde Siroce délit na kategorické a numerické. Nu-
merické priznaky se daji pfirozené vyjadrit jako ¢islo, tfeba
vyska v centimetrech nebo barva pixelu v obrazku. Katego-
rické pfiznaky muizou byt tfeba krevni skupina nebo stat-
ni obcCanstvi. Existuje pro né néjaky pomérné maly pocet
moZnych hodnot (tfeba krevni skupiny jsou {0F, 07, AT,
A—, B*, B~, AB", AB™}) a na téhle hodnotach nemu-
si davat smysl obvyklé ¢iselné operace. Mohli bychom sice
tfeba oznacit krevni skupiny misto nazvi poradovymi ¢isly
(0F =1, ..., AB™ = 8), ale operace nad takovym oznade-
nim nejsou uzite¢né — sice nad nasim oznacenim muzeme
tvrdit, ze (07) + (B~) = (AB™), ale to neodpovida zadné-
mu vztahu v readlném svété. Stejné tak neni B~ v zadném
smyslu ,,vétsi nez“ 0F. Oproti tomu t¥eba mtize davat smysl
porovnavat vysky dvou lidi nebo pocitat jejich rozdily.

Hodné algoritmt potiebuje, aby jejich vstupy byla cisla.
Tehdy pottebujeme kategorické piiznaky ,zakédovat® do
¢iselnych. Nejobvyklejsi takové kdédovani z priznaku, ktery
obsahuje jednu z K kategorii, vyrobi K C¢iselnych pfizna-
ki, jeden pro kazdou kategorii. Kdyz vzorek patii do i-té
kategorie, nastavime ¢-ty pfiznak na 1 a ostatni na 0.

Predpokladejme, ze existuje néjaky skutecny vztah f , ktery
z x déld y (tedy z vysek a obvodd pasu dava hmotnost).
Priznaky, které métrime, ale nemusi stacit na zcela pfesnou
odpovéd: i kdyZ maji Jana a Katka stejnou vysku a obvod
pasu, muzou mit jinou hmotnost, protoze se Katka rano
nenasnidala. Existuje néjaky vliv vnéjsich priznaki, které
neméfime (nebo mozné ani z principu méfit nejdou — t¥eba
mame nepiesnou vahu). D4 se to neformalné napsat jako
y = f () + : pfedpovidana hodnota y se sklada ze slozky,
ktera zavisi na x, a néjakého ndhodného (a snad malého) ¢,
ve kterém jsou schované vlivy, které neumime méfit.

Funkci f, kterou se snazime naucit, se fikd model — snazi
se co nejpresnéji modelovat, co by délala f, kdybychom se

ji mohli zeptat.

Méreni chyby modelu

Po modelech chceme, aby byly co nejpresnéjsi a aby dobie
generalizovaly. Chceme tedy, aby na nezndmém vzorku, kte-
ry nebyl k dispozici ucicimu algoritmu, daly dobrou pfed-
povéd.

Existuji rizné metriky pro to, jak dobrd predpovéd je. Vét-
Sina z nich jsou néjaka mira chyby.

Pro nase predpovidani hmotnosti se tfeba hodi velmi ob-
vykle pouzivana kvadratickd odchylka. Kvadratickd odchyl-
ka modelu f na vzorku (z,y) je rovna (y— f(z))?. Intuitivné
ji velké odchylky vadi mnohem vic nez malé.

Pro klasifika¢ni ilohy se jako metrika hodi accuracy.® Accu-
racy na jednom vzorku je 1 tehdy, pokud jej f predpovi
spravné, a 0, kdyz na ném udéla chybu. Kdyz tfeba pted-
povidame, jakou dopravni znacku obsahuje obrazek, zajima
nas jenom, jestli najdeme tu spravnou. Kdyz si spleteme
stopku se zdkazem vjezdu, je to pro accuracy stejné Spatné,
jako bychom si ji spletli s pfikdzanym smeérem jizdy.
Zatim jsme si ukazali definice dvou rtznych chyb modelu
na jednom vzorku. Po modelu chceme, aby mél co nejmensi
stredni hodnotu chyby, neboli aby na nadhodné vybraném
neznamém vzorku byl co nejpfesnéjsi.

Kdyz mame néjaky model f, jak zjistime stfedni hodno-
tu chyby na nezndmém vzorku? Neznamé vzorky jsou pro
nas nedostupné — nemuizeme jit zméfit 7 miliard lidi a spoci-
tat, jakou chybu primérné délame. Mame k dispozici jenom
data od dobrovolniki. Déla se to tak, ze ucicimu algoritmu
nedame vsechna data, ktera mame. Rozdélime dataset D na
trénovaci mnoZinu S a testovaci mnozinu T, tfeba v pomé-
ru 90 %/10 %. Uéicim algoritmim ddme k dispozici jenom
trénovaci data. Testovaci vzorky pfed nim skryjeme. Az
nam ucici algoritmus dé model f, spocitdme jeho primér-
nou chybu na testovaci mnoziné. S trochou statistiky se da
ukézat, ze primérna chyba na testovaci mnoziné rozumné
odhaduje stredni chybu na vsech nezndmych vzorcich.

Ukol 1 [1b]: Je potieba, aby rozdéleni na testovaci a tréno-
vaci mnozinu bylo ndhodné. At dataset D obsahuje nejdiiv
100 znacek ,stop“, pak 100 znacek ,dej prednost v jizde“
a nakonec 100 znacek ,slepa ulice“. Vymyslete, co a jak
by se mohlo rozbit, kdybychom testovaci mnozinu vybrali
nendhodné.

Kdyz tfeba po modelu chceme malé kvadratické odchylky,
chceme malou stfedni kvadratickou odchylku na neznamych
datech. Tu odhadneme podle stfedni kvadratické odchylky
na testovaci mnoziné 7:

1
E~xEr =MSEr = — Y (y— f(2)).
7,
z,y)ET
Stredni kvadratické odchylce se fika anglicky mean squa-
re error (MSE). KdyZz nés zajima accuracy na neznamych
datech, odhadneme ji podobné: pomoci primérné accuracy

na 7.

Cim vice dat ddme k dispozici algoritmu strojového uéen,
tim vice se jim bude moct pFizptisobit a tim bude nauceny
model dévat presnéjsi predpovédi. Na druhou stranu, ¢im
vétsi mame testovaci mnozinu, tim presnéji chyba na testo-
vaci mnoziné E7 odhadne skuteénou chybu na neznamych
vzorcich E.

Kromé accuracy se pro klasifikitory méfi i metriky precision a recall. Ceské preklady tady bohuzel nemaji tak dobie zavedeny

vyznam, jako anglické terminy.



Vzpomente si na f, ktera si ulozila vSechna trénovaci data
do tabulky a na vSechno kromé nich vratila 9999. Takovy
model mé na trénovacich datech nulovou chybu (Es = 0).
Na testovacich datech T, kterd nema v tabulce, ale odpovi
stragné Spatné, takze prumérna chyba na testovacich da-
tech F'7 ndm spravné fekne, jak strasné moc Spatny tenhle
model je.

Pfeucdeni a porovnavani modelu

Pokud se nauc¢ime model, ktery je hodné dobry na tréno-
vacich datech, ale podstatné horsi na testovacich datech,
mize to byt kvili pfeudeni (neboli overfittingu). K preu-
¢eni dochéazi, pokud ucicimu algoritmu umoznime, aby se
prilis silné adaptoval na néjaké zvlastnosti trénovacich dat,
které ale obecné neplati.

Hodné algoritmu strojového uceni funguje tak, Ze postupné
po epochach vic a vic adaptuje model na trénovaci data.
Vyrobi tedy posloupnost modela fi, fo,..., ve které jsou
modely postupné ¢im dal tim adaptovanéjsi na trénovaci
data, ale po néjaké dobé se zaCnou preucovat, a tedy za-
¢nou byt min uziteéné pro obecné pouziti. Podobna situace
nastane, kdyz zkousime na jednéch datech rtizné algoritmy
strojového uceni a chceme z naucenych modelt vybrat ten
nejvhodnéjsi.

Oc¢ividny pfistup, jak vybrat z modela f1, fa, ... ten nejlep-
81, je zmérit chybu vSech modelt na testovacich mnoziné a
vratit ten, ktery ji ma nejmensi, ale tenhle pfistup je roz-
bity.

Pro¢ je rozbity? Vzpomerite si, Ze testovaci mnozina se po-
uzivd k odhadovdni skutecné chyby. Kdyz si z modeli vy-
bereme ten, ktery na nejmensi testovaci chybu, bude jeho
testovaci chyba prilis optimisticky odhad skutecné chyby.

Tlustrujeme si tenhle problém malym myslenkovym experi-
mentem. Piedstavte si, Ze nase modely jsou tfi férové min-
ce. Pokud padne panna, model da spravny vysledek, a kdyz
padne orel, da Spatny vysledek. Kazdy model tedy ve sku-
tecnosti d4 spravny vysledek v 50 % pripada.

Testovaci mnozinu vyrobime tak, ze kazdou minci desetkrat
hodime. Na prvni vyjdou 3 orli, na druhé 7 orld a na tfeti
5 orlid. Vybereme si tedy druhy model a budeme si 0 ném
myslet, ze je presny v 70 % piipadi. To je vic nez jeho sku-
te¢nych 50 % — druhy model jenom mél to $tésti, Ze pfi na-
Sem testu nahézel nejvic orld. Jsme moc optimisti¢ti o jeho
vykonu, a to o 20 %.

Co kdybychom nehéazeli tfemi mincemi, ale 10000 mince-
mi? Skoro uréité (s pravdépodobnosti asi 0.99994) se stane,
7e ndhodou nékterd z nich nahézi 10 orlt. Byli bychom ex-
trémné optimisticti — mysleli bychom si, Ze jsme nasli minci,
na které vzdycky padaji orli, i kdyz je férova. Pfidani dal-
$ich modeli zpusobilo, Ze na$ odhad je horsi — ted uz se
mylime o 50 % misto 20 %.

Spravné feseni je udélat ,,vybér nejlepsi mince“ a ,,odhad
pravdépodobnosti“ jako nezavislé experimenty: nejdiiv 10x
hodit a vybrat nejperspektivnéjsi minci, a pak ji znova
10x hodit a podle druhych hodt odhadnout jeji ,,cinklost®.
Kdyz jsme v prvni fazi vybrali minci, co nahazela 10 orlq,
ale ve skutecnosti je férova a jenom méla Stésti, tak druha
faze porad bude 10 hodd férovou minci a nejspis nam fek-
ne, ze skute¢na pravdépodobnost padnuti orla na vybrané

minci je 0.5.

KdyZz vybirdme z vice modeld ten nejlepsi a pak chceme
védét, jaky vykon od ného mutzeme ocekavat na novych
datech, jedno ze spravnych feSeni je rozdélit data na tii
mnoziny: trénovact, validaéni a testovaci (tfeba v pomé-
ru 80 %/10 %/10 %). Trénovaci mnozina se d4 k dispozici
udicim algoritmim (nebo nad ni iteruje jeden algoritmus a
leze z néj posloupnost modelt). Jako nejlepsi model vybe-
reme ten, co ma nejmensi chybu na validacni mnoziné. Tim
padem ,neznecistime testovaci mnozinu* a budeme ji moci
dal pouzivat k dobrému odhadovani skute¢né chyby.

Chyby na valida¢ni a testovaci mnoziné odpovidaji namé-
fenym ,cinklostem® v prvni a druhé fazi myslenkového ex-
perimentu s mincemi.

Ted uz se trochu vyznédme v zékladnich terminech a souvis-
lostich, tak se kone¢né vrhneme na néco programovaciho.

Linearni regrese

Algoritmy obecného uceni jsou si obecné hodné podobné:

® Predepisi, jaky obecny tvar budou mit modely f, kte-
ré z nich budou padat. Tenhle predpis bude obsahovat
vstupni vektor x a néjaky vektor parametri, ktery se
oznacuje (. Konkrétni model dostaneme, kdyZz do pred-
pisu dosadime parametry.

e Rikaji, jakou chybu se snazi minimalizovat.
e Popisuji, jak efektivné najit takové [, Ze predpis f s do-
sazenymi parametry 8 bude mit co nejmensi chybu.

Linedrni regrese konkrétneé:

e Hleda linedrni model. Linedrni model je funkce f, kte-
r4 na vstupu z dé jako vystup f(z) = 9+ >0, ;.
Konstanty ¢ a «; jsou parametry urcujici konkrétni line-
arni model. Dohromady je téchto parametrt (p+1), tedy
vektor parametrti S8 je (p + 1)-rozmérny: nejdiive obsa-
huje p slozek 5, = aq, B2 = aa,... B, = o, a pak jednu
slozku 3,11y = . Graf linedrniho modelu je piimka v p-
rozmérném prostoru .*

e Chyba, kterou minimalizuje, je stredni kvadratickd od-
chylka na trénovaci mnoziné, proto se se ji taky rika me-
toda nejmensich ctverci:

E:MSES(ﬂ):El‘ S (g o))

(w,y)€S

e Efektivné najde dobrou hodnotu vektoru g pomoci gra-
dientové metody.®

Kdyby nam nezalezelo na ¢asu na nauceni, stacily by nam
prvni dva ,moduly“. Mohli bychom si jenom vygenerovat
biliardu modelt (t¥eba pro vSechny hodnoty vsech slozek 3
od —100 do 100 s krokem 0.1), pro kazdy spocitat chybu a
vybrat ten, co ji ma nejmensi. To ale rychle prestane byt
efektivni pro hodné parametra.

Ukol 2 [1b]: Jak zévisi ¢asova slozitost tohohle hloupého
pristupu ,vygenerujeme si tabulku se spoustou modela a
vybereme ten nejlepsi“ na velikosti trénovaci mnoziny a po-
¢tu priznaku p?

Efektivnéjsi minimalizace chyby vyzaduje trochu matema-
tické analyzy. O kvadratické chybé se daji dokazat uzitecné

Pokud znéte skaldrni souéin, vSimnéte si, ze f(¥) = (7,1) - (&,9) = (Z,1) - 5.
Pro linearni regresi existuje i vzorec, ze kterého jde nejlepsi model pfimo spocitat, ale gradientova metoda je jednodussi na
pochopeni a obecnéjsi — pouziva se ve spousté dalsich ucicich algoritmi.



vlastnosti. Zaprvé kdyz si vyjadiime E jako funkci para-
metri § = (ai,...aqp, V), zjistime, Ze je spojitd. Zadruhé
ma FE jediné lokalni minimum, které je i jeji jediné globalni
minimum. Zatfeti nema zadné inflexni body.

Gradientova metoda

Gradientova metoda (gradient descent) umi takové funkce
minimalizovat. Obecné tato metoda funguje tak, ze zacne-
me v néjakém libovolném, tieba nulovém pocateénim bo-
du Sp. Potom se podivame, kterym smérem bychom mohli
trosku posunout 5y tak, abychom tim co nejvic snizili E.

Je vam ten napad povédomy? Je vim povédomy zcela sprav-
né. Ve druhém dile serialy jsme si ukazovali, jak hledat ,ho-
rolezenim“ extrémy redlnych funkci. Gradientova metoda je
horolezeni velmi podobné. Lisi se tim, ze ,,m& kompas“ —
umi najit zlepsujici bod v okoli efektivnéji nez ndhodnym
zkousenim.

Kompasu se tikéd gradient. Gradient E v bodu Sy se znaci
VE(fp) a je to vektor, ktery fika, kterym smérem méme
jit z By, abychom $li co nejstrméji smérem zvysujici se E.
V kazdém bodu muze obecné gradient vést jinym smeérem.

Kdyz gradient oto¢ime, dostaneme smér nejvétsiho pokle-
su E. Kdyz je délka gradientu v bodé [ velkd, znamena
to, ze E v (B rychle roste/klesd. Naopak maly gradient zna-
mena, Ze se nachazime v placaté oblasti a nulovy gradient
znamena, ze [ je lokdlni minimum, maximum, nebo inflex-
ni bod. Protoze E inflexni body nema4, znac¢i v ni nulovy
gradient lokalni minimum nebo maximum.

Krok gradientové metody ¢islo ¢ za¢ne v soutadnicich G;_ 1.
Spocita si v tomhle bodé gradient VE(S;—1), n&jaky jeho
~v-nasobek odecte od souradnic a tim spocita S;.

Jak velké mé byt v? Cim mensi, tim déle bude gradiento-
va metoda bézet, ale tim presnéji se zase trefi do lokalniho
optima. Kdyz bude v moc velka, budou kroky gradientové
metody lokalni minimum ,,pfeskakovat®, coz se projevi tak,
Ze se po par iteracich dostaneme k nekonec¢né velkym hod-
notdm parametru a nic se nenaucime. Pokud se vam takova
véc stane, zkuste v zmensit o par fadd. Hodné ucéicich al-
goritmi mé podobny parametr ovlivitujici velikost jednoho
uciciho kroku. Vétsinou se mu tikéa learning rate, rychlost
uceni.

Po odecteni y-nasobku gradientu prejdeme na krok (¢t + 1):
spocitame gradient v (;, odeCteme jeho ~v-nasobek, a tak
dale. Skonéime, kdyz je splnéné néjaké kritérium, napriklad
kdyz uz jsme pocitali dost dlouho nebo kdyz je gradient
hodné maly. Pokud gradientova metoda skonc¢i v misté, kde
je gradient skoro nulovy, nasla lokdlni minimum.

Gradient je rovny nule i v lokalnim maximu. Kdyz bychom
méli tu neuvétitelnou smilu, Ze bychom zacali gradientovou
metodu dokonale pfesné v lokalnim maximu, tak bychom
hned skoncili a vratili lokalni maximum. To se ale skoro
ur¢ité nestane. Stane se mozna, Ze zacneme gradientovou
metodu blizko lokalniho maxima. Potom nas od ného ale
prvni krok trochu oddali (protoze jde smérem klesajici F),

/////

maximu neskoncime.

Gradientova metoda tedy skonéi pobliz lokalniho minima,
které je kvili vlastnostem F i globalni minimum, a tedy
bod, ve kterém skon¢ime, bude urcovat parametry linear-
niho modelu s malou chybou.

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evolucd

Zbyva uz posledni kousek skladacky: jak gradient E spoci-
tame?

Pokud bychom o F nevédéli nic, mohli bychom misto poci-
tani gradientu zkusit jenom o trosku pohnout kazdou sloz-
kou 8 a vybrat to drobné pohnuti, které E nejvic zmensi. To
bude pomérné pomalé, ale jednoduché a bude to fungovat
na vSechna F, co jsou spojité, maji jediné lokalni minimum,
které je zaroven i globalni minimum a nemaji inflexni body.
Gradient se d& pro nasi definici chyby spocitat explicitné.
Je to vektor o (p + 1) slozkach a jeho i-t4 slozka se spocita
timto primeérem ptes vSechny trénovaci vzorky:

LS wilfs) - ).

—9.
(z,y)€S

VE(S): 5

Posledni slozka (odpovidajici ¢lenu ¢) se spo¢ita jako:

Y (fsl@) —y).

(z,y)€S

1
S|

V obou rovnicich je f3 linedrni model urceny parametry 5.

VE(B)(p+1) - 2 .

Bitevni plan: Za¢neme v libovolném (tfeba nulovém) bo-
dé By = (dp, V). Spocitame gradient, odecteme jeho ~-
nasobek a opakujeme, dokud gradient neni maly vektor ne-
bo nas to nepfestane bavit. Ulozime vysledny model.

Je zaruceno, ze gradientovd metoda minimalizuje spojité
funkce, které maji jediné globalni a lokalni minimum a ne-
maji inflexni body. Casto se ale pouziva i na spojité funkce,
které tuhle vlastnost nemaji. Potom muze skoncit v lokal-
nim, ale ne nutné globalnim optimu, nebo v inflexnim bo-
dé. V praxi ndm to ale ¢asto nevadi — i tak dava pouzitelné
dobré vysledky. Gradientové metodé také mizeme pomoct
ndahodngymi restarty — pustime ji né€kolikrat za sebou z riz-
nych nahodné zvolenych 5y. D4 se pak doufat, ze projdeme
vétsi kus definicniho oboru E, takze v nejlepsim nalezeném
bodé budeme bliz globalnimu minimu.

Ukol 3 [6b]: Stéhnéte si ze stranky seridlu® dataset o spo-
tfebé benzinu v USA. Soubor mé 5 sloupcii dat oddélenych
carkami. Kazdy radek jsou data z jednoho statu. Prvni slou-
pec je vybirand dan z benzinu v centech na galon, druhy
je prumérna mzda v dolarech, tfeti délka délnic ve statu
v milich, ¢tvrty je pomér obyvatel s fidi¢skym prikazem a
paty je ro¢ni spotfeba benzinu ve staté v milionech galont.

Naprogramujte linearni regresi a pomoci ni odvodte vzorec
na predpovidani spotieby benzinu podle ostatnich hodnot.
Data nemusite délit na testovaci a trénovaci mnozinu. Pro
nas fungovalo dobfe zac¢it v nulovych parametrech a pak
provést 100 000 iteraci gradientové metody s v = 1078, Po-
Slete svij zdrojovy kéd a nalezenou stredni kvadratickou
odchylku na celém datasetu. Zkuste ji mit mensi nez 21 800.

Algoritmus K nejbliZSich sousedu

Algoritmus K nejblizsich sousedt (anglicky K -nearest ne-
ighbors nebo KNN) je zalozeny na jednoduché myslence:
kdyz chceme podle moji vysky a obvodu pasu predpoveé-
dét mou hmotnost, odhadneme ji podle lidi, ktefi jsou mi
podobni vyskou a obvodem pasu.

Model si bude pamatovat vSechna trénovaci data a jeho je-
diny parametr je pfirozené ¢islo K. Kdyz nam prijde novy
vstup z, najdeme ve trénovacich datech K vzorki, které
jsou mu nejblizsi. Podivame se na znamé vystupy pro nej-
blizsi sousedy, né€jak je zagregujeme a vysledek vratime.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-2-8
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/evoluce

Konkrétni pouziti se lisi podle toho, jak nadefinujeme, ze
je vstup z ,,blizky“ k néjakému trénovacimu vzorku, a pod-
le toho, jak z vystupti na nejblizsich sousedech vyrobime
predpovéd pro neznamy vstup.

Blizkost se muze definovat tfeba podle malé euklidovské

vzdalenosti
p

d(z,zM) = Z(xj - xy))Q.
j=1

Euklidovska vzdalenost se hodi na numerické ptiznaky. Po-
kud ji ale pouzijeme, je potfeba dat si pozor na to, aby
rozdily v pfiznacich byly stejné vyznamné.
Co tim myslim? Vzpomenme si na ptiklad s pfedpovidanim
hmotnosti a podivejme se na tfi vzorky s témito vstupnimi
priznaky:

priznak i=1 i=2 =3

2\ vitka v m 193 192 14

xgi): obvod pasu v cm 83 86 82

Dobrovolnik 1 se 1isi od dobrovolnika 2 jednim centimetrem
vysky a tfemi centimetry obvodu pasu. Dobrovolnik 1 se od
dobrovolnika 3 1isi 53 centimetry vysky a jednim centime-
trem obvodu pasu. Nemusime byt experti na antropologii,
abychom ocekavali, Ze hmotnost dobrovolnika 1 bude po-
dobné&jsi hmotnosti dobrovolnika 2 nez dobrovolnika 3.

Rozhodli jsme se, ze prvni slozka (vyska) bude ¢islo v me-
trech a druhé slozka (obvod pasu) v centimetrech. Kdy?z si
spocitame euklidovskou vzdalenost tak, jak jsme si ji nade-
finovali, dostaneme:

d(zM,2®) = (1.93 — 1.92) + (83 — 86)% = 9.0001

d(zM, 23)) = (1.93 — 1.4)% + (83 — 82)? = 1.2809
Dobrovolnik 3 je tedy navzdory nasi intuici dobrovolnikovi 1
mnohem ,euklidovsky bliz“ nez dobrovolnik 2. Je to tim, ze
jsme zvolili pro ptiznaky takova méfitka, ze zména ve vysce
je mnohem podstatnéjsi nez numericky stejné velka zména
v obvodu pasu. Kdybychom tedy hledali blizké vzorky podle
euklidovské metriky, neodpovidalo by ,blizké okoli“ nasim
predstavam.

N

Tohle se da ¢astecné Fesit tim, Ze si vstupni data normalizu-
jeme. Jeden ze zpusobu normalizace je spocitat pro kazdy
pfiznak jeho minimum a maximum na trénovaci mnozing,
pak vSechny jeho hodnoty preskdlovat do intervalu [0;1]
a pocitat euklidovské vzdalenosti na preskalovanych pfi-
znacich. Stejné preskalovani provedeme, kdyz mame udélat
predpovéd pro novy vstup.

Kdyz jsou vSechny nase pfiznaky diskrétni, mizeme de-
finovat blizkost podle takzvané Hammingovy vzdalenosti.
Hammingova vzdélenost dvou vektori je pocet jejich slo-
zek, které se lisi.

Zbyva agregace predpovédi z okoli. Pro regresi je nejjed-
nodussi vzit vystupy z nejblizsich sousedil a vratit jejich
prumér. Pro klasifikaci mtuzeme tieba vratit tu kategorii,
kterd ma mezi K sousedy nejvice hlast (a kdyz jich nej-
vice hlast dostalo nékolik, vybereme z takovych treba tu
prvni). Poc¢itani praméru na kategoriich totiz nemusi byt
dobre definovana operace.

v

Ukol 4 [6b]: Stahnéte si ze dataset o kvali-

té bilého vina. Obsahuje 12 sloupecki oddélenych ¢arkami.
Prvni fadek popisuje vyznam sloupcti. Prvnich 11 sloup-
cti obsahuje rizné chemické vlastnosti vina a posledni jeho
kvalitu mezi 1 a 10, kterou se nauc¢ime predpovidat.

Naprogramujte algoritmus K nejblizsich sousedti s norma-
lizaci ptiznaktl a euklidovskou vzdalenosti. Z kvality od K
sousedl vytvaiejte pfedpovéd prostym aritmetickym pri-
mérem.

Rozdélte dataset na trénovaci, valida¢ni a testovaci mnozi-
nu v poméru 60 %/20 % /20 %.

Meéite stfedni kvadratickou chybu na trénovaci a validacni
mnoziné v zavislosti na K. Zkuste vSechna K od 1 do 40.

Jak na K zalezi chyba na trénovaci mnoziné? Jak na K
zalezi chyba na valida¢ni mnoziné? Proc¢?

Vyberte nejslibnéji vypadajici K a pomoci testovaci mnozi-
ny odhadnéte, jaka bude skutec¢nd accuracy vaseho modelu.

Tahle tloha nejspis pobézi celkem dlouho. Jestli ji chcete
pomoct, mizete zkusit vyuzit vice jader procesoru. K feseni
pribalte sviij program a vysledky.

Opisovani od evoluce

blizné ¢tyfmi miliardami let evoluce. Inspirovani jeho archi-
tekturou jsme vymysleli mnoho forem umeélgjch neuronovijch
siti. Obzvl4st v poslednich nékolika letech jsme diky néko-
lika novym trikim a rychlejSim paralelnim pocitactim do-
sahli tzasnych vysledkd, mimo jiné ve zpracovani obrazu a
zvuku, ale tieba i pfirozeného jazyka.

Informace v lidském lidskym mozku posilaji elektrické a
chemické signdly. Domnivame se, ze nejdulezitéjsi ,,vypo-
Cetni jednotkou“ je neuron. VétSina neurontt mé néjaké
,vstupni kanaly*, kterym se fikd dendrity, a jeden ,vy-
stup“ — azon. Dendrity tvoii jakousi ,stromovitou struktu-
ru“, kterd saha radové stovky mikrometri od téla neuronu.
Zatimco dendriticky strom nékterych neuronii mé az tisic
vétvi, nékteré neurony jich maji pouhé jednotky. Délka né-
kterych lidskych axonii dosahuje az 1 metru. Kazdy neuron
ma sice nejvyse jeden axon, ale ten se mtize mnohonasobné
vétvit a posilat jeho signdly az stovkam jinych neuronti.

Elektrické signaly v nervovém systému jsou kédované pulz-
né. Neuron ,sbird“ signaly od svych vstupt a pokud se
v neuronu nahromadi za ur¢itou dobu dostatecné mnoz-
stvi potencialu, ,vystfeli“ signal na vystupu. Spojenim me-
zi neurony se fika synapse. Nékteré synapse jsou excitacni a
nékteré jsou inhibicni. Signaly poslané po excitacnich syna-
psich ,zvysSuje vnitini potencidl® cilového neuronu, zatimco
inhibice mu ,brani vystfelit“. Mozna prekvapivé se infor-
mace v mozku Sifi relativné pomalu. V zavislosti na typu
signalu jsou to fadové jednotky az stovky metrd za sekun-
du.”

Systému neuronovych spojeni v mozku se souhrnné rika
konektom. Muzeme si jej predstavit velmi zjednodusené ja-
ko ponékud giganticky orientovany graf, jehoZ vrcholy tvofi
jednotlivé neurony. Hrany reprezentuji spojeni a vedou smé-
rem, jakym se prenasi signaly: od neuronu, ktery je vypali,
do neuronu, ktery je ma na vstupu. Kromé toho, ze hra-
ny mohou reprezentovat excita¢ni nebo inhibi¢ni spojeni,

Naptiklad signaly od receptort bolesti nebo teploty se $ifi rychlosti asi 0.5 az 2m/s. Oproti tomu signdly od proprioreceptorii
— detektori relativni pozice jednotlivych ¢asti téla — se Sif{ rychlosti mezi 80 a 120 m/s. Lidsky mozek obecné funguje mnohem
pomaleji nez sériové pocitace. Procesy v ném jsou vSak vysoce paralelizované.
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existuje samoziejmé velmi mnoho dalSich parametrd, kte-
ré maji vliv na zpracovani signal. Uceni probihd zménou
vlastnosti konektomu, napiiklad pfidavanim novych syna-
psi nebo zménami parametrt téch synapsi, co uz existuji.
Kdyz synapticky spojené neurony pali spolecné, jejich spo-
jeni se posiluje.

Umeélé neuronové sité modeluji skutecnost s riiznou trov-
ni detailu a maji mnoho raznych aplikaci, podle kterych
se odviji jejich architektura. Zac¢neme od nejjednodussiho
modelu, ktery déla néco uzitecného.

Umély neuron

Namisto posilani pulznich signalt budeme reprezentovat in-
formaci pomoci ¢isel. Umély neuron je pro néas jednotka,
kterda ma n Ciselnych vstupt z1, ...z, a jeden vystup y.

Neuron bude ze svych vstupl pocitat potencidl £. Neékte-
ré vstupy budou k potencidlu pfispivat pozitivné, nékteré
negativné. Vystup y bude zaviset na potencidlu podle tak-
zvané aktivacni funkce, znacené a: y = a(£). Smér prispév-
ku, tedy mira excitace nebo inhibice, bude pro kazdy vstup
jind a bude urcend takzvanou vahou (weight). Vaha i-tého
vstupu se znaci w;.

Standardné se potencidl pocita jako soucet vazenych pii-
spévkll vSech vstupt. K tomuto souctu se také prida tak-
zvany bias (CGesky preklad by mohl byt ,pfedsudek” nebo
»sklon“) 9:

Aktivaéni funkce se pouzivaji rtzné. Vzdy jsou definova-
né na celém R, omezené (vétsinou na [—1;1] nebo [0;1]) a
rostouci (respektive neklesajici). Prvni model, ktery si uka-
Zeme, bude vracet 1, pokud je £ > 0, a jindy —1 (tedy jeho
aktivaéni funkce je funkce signum).

Perceptron

Takovému umélému neuronu se iikd perceptron. Jeho vy-
stup je 1, pokud ¥+ >, w;x; > 0, a jindy —1. Jsou-li vstu-
py perceptronu dva, je ¥ + Y. w;z; = 0 rovnice piimky
ve dvou rozmérech. Perceptron touhle pfimkou rozdéluje
dvojrozmérny prostor vstupt na dvé poloroviny. V jedné
vraci 1 a ve druhé vraci —1. Pfidame-li dalsi vstupy, ana-
logicky perceptron déli n-rozmérny vstupni prostor na dva
poloprostory.

Perceptron lze pouzit jako jednoduchy klasifikdtor dvou ka-
tegorii, pro néz bude jeho ocekavany vystup 1 a —1. Roz-
délime si vstupni pfiznaky trénovacich dat do pozitivni ka-
tegorie P a do negativni kategorie N.

Ukézeme si algoritmus perceptronového ucent, o kterém vi-
me, Ze pokud jdou kategorie P a N od sebe bez chyb rozdé-
lit perceptronem (neboli néjakou nadrovinou), pak nas algo-
ritmus nakonec najde vahy néjakého takového perceptronu.

Nejdfive ke vsem vzorkim v P a N piiddme jako novou
slozku na zacatek jednicku. Tim padem muzeme zapome-
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nout na bias — stane se z ného nova prvni védha. Vzorky
,vylepsené“ o jedni¢ky oznacime jako P’ a N'.

Potom sjednotime vzorky do jedné mnoziny. N’ maji byt
vzorky, pro které ). w;z; < 0, a to plati pravé tehdy, kdyz
> wi - (—x;) > 0. Vyrobime si mnozinu R, ktera se bude
skladat z P’ a minus jednickou vynasobenych vektort z A.
Perceptron, ve kterém jsou vSechny vektory v R v pozitivni
poloroving, bude spravné klasifikovat P’ i M.

Zinicializujeme perceptron libovolnymi vahami, tfeba nu-
lovymi. Uceni probihé tak, Ze iterujeme pfes mnozinu R a
postupné perceptron uc¢ime jednotlivé vzorky x. Chceme po
ném, aby na kazdém vzorku bylo ). w;x; vétsi nez 0.

Pokud na zkoumaném vzorku je >, w;z; > 0, je vzorek
perceptronem rozpoznany spravné, nedélame nic a jdeme
na dalsi vzorek. Pokud je suma mensi nez 0, pak ke kazdé
vaze w; pricteme x;-y a jdeme se ucit dalsi vzorek. v je tady
opét rychlost uceni, konstanta mezi 0 a 1. Pokud najdeme
perceptron, ktery spravné klasifikuje vSechny vstupy, vra-
time ho. Pokud jenom chceme dobry perceptron, ktery ne
nutné klasifikuje vsechno dobfe, mizeme misto toho jenom
bézet, dokud nam nedojde cas, a pak vratit ten perceptron,
ktery dokazal klasifikovat nejvic vzork® po sobé spravné.

Ukol 5 [6b]: Stahnéte si ze dataset o kosat-

cich. Tento slavny ,Iris dataset* poprvé pouzil v 30. letech
vyznamny biolog a statistik Ronald Fischer. Kazdy fadek
reprezentuje vlastnosti jednoho kosatce. Prvni fadek popi-
suje vyznam sloupeckt: prvni dva jsou délky a sitky kalis-
nich listkt, dalsi dva jsou délky a sitky okvétnich listku.
Mame za ukol predpovédét posledni sloupec — konkrétni
druh kosatce: setosa, versicolor, nebo virginica.

Zkuste naprogramovat rozpoznavani kosatcti pomoci per-
ceptrond. Jeden perceptron dokaze od sebe rozpoznat je-
nom 2 tfidy, budete muset byt kreativni. Neni jediné sprav-
né feSeni — prekvapte nas! Jakou zvladnete accuracy na tes-
tovacich datech? Nase autorské feseni umi z 60 trénovacich
vzorkii mit na zbytku datasetu 93.42 %.

Perceptrony jsou uzitecné, ale porad docela slabé — pokud
maji kategorie ,slozitou hranici“ a nejdou linedrné oddé-
lit, potfebujeme na jejich nauceni nasim modelim povolit

vvvvv

Zabavné véci se zacnou dit tifeba, kdyz zacneme neurony
vrstvit do takzvanych doprednich vrstevnatych neurono-
vych siti (feedforward neural networks). Prvni vrstva takové
sité jsou vstupni data. Druha vrsta konzumuje vystup prv-
ni vrstvy jako sviij vstup. Sedi v ni kupfikladu 10 neuront
a kazdy z nich ma vlastni vahy a transformuje vstupy ji-
nym zpusobem. Vystupy druhé vrstvy jsou vstupy pro treti
vrstvu, a tak dale az do vystupni vrstvy. Informace se $ifi
jenom z nizsich vrstev do vyssich. Vyssi vrstvy jsou schopné

vvvvvvvvvvvv

Michal Pokorny
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Recepty z programatorské kucharky: Eulerovské tahy

Historicky problém

V roce 1735 se Svycarskému matematikovi Leonhardu Eu-
lerovi na stul dostal na prvni pohled jednoduchy problém,
ktery mu piedlozil starosta mésta Kralovec (dnesni Kalinin-
grad). Kralovcem tece feka Pregola, na ni je nékolik ostro-
vil a ostrovy jsou spojeny se zbytkem mésta mosty. Dobova
ilustrace situaci vystihla takto (schematickd kresba):

Pan starosta se pana matematika v dopise tazal, jestli je
mozné zacit na nékterém z biehii (nebo ostrovil) a udélat si
vychazku po mésté tak, ze se kazdym mostem projde pravé
jednou. Navic chtél prochazku skoncit na kusu suché zemé,
ze kterého vysel.

Profesor Euler jej nejprve chtél poslat k Sipku — problém jde
snadno vyresit rozborem piipadi, coz by zvladli i tehdejsi
studenti stiedni skoly (natoz pak ti dnesni). Zachoval se
ovSem jako pravy matematik — pfisel na to, jak problém
zobecnit, a mistrné vyfresil hddanku i pro vSechna mozna
mésta, kterd kdy budou chtit pofadat podobné prochazky.

Eulerovsky tah

Pojdme si nyni problém popsat abstraktné a tim si pfi-
pomenout grafovou terminologii. Vrcholy naseho grafu jsou
kusy pevniny, at uz to budou ¢asti mésta nebo ostrovy. Mezi
dvéma vrcholy povede hrana, pokud jsou spojeny mostem,
a onen most odpovida hrané.

V tomto zadani mé smysl uvazit, ze mezi dvéma kusy pev-
niny povede most vice — naptiklad v Praze jich vede tolik,
Ze se na to ptaji v leckteré zemépisné olympiadé. Graf, kde
mezi vrcholy vede vice hran, nazyvame multigraf, a pokud
dvé hrany vedou mezi stejnymi vrcholy, mluvime o nich jako
o paralelnich hranach.

Obecna prochézka v grafu z vr-
cholu A do vrcholu B (posloup-
nost hran takova, ze cilovy vrchol
predchozi hrany je pocateéni vr-
chol hrany nésledujici) se nazyva
sled z A do B. Ve sledu se mo-
hou opakovat jak hrany, tak vr-
choly; sled tedy neni fesenim na-
Seho problému (ve sledu je mozné
se vréatit po hrané, ze které jsme pravé prisli).

Pro nasi tlohu se hodi posloupnost hran takova, ze vrcholy
se opakovat mohou, ale hrany nikoli. Této posloupnosti se
tikéd tah z A do B. Kdyby se neopakovaly ani vrcholy, pak
posloupnost ozna¢ujeme jako cestu. Tah (respektive sled)
je uzavieny, pokud za¢ind v A a kondéi také v A.

Podivame-li se tedy na mapu Kralovce jako na multigraf,
ptame se, zdali existuje uzavieny tah takovy, ze kazdou
hranu navstivi pravé jednou. Takovému tahu pak fikame
uzavieny eulerovsky.

Mimochodem, tahu se ,,tah“ nefika jen tak ndhodou. Déti

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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se Casto ve Skolce prekonavaji v uméni nakreslit obrazek
jednim tahem, aby se tuzkou nemuselo vracet po uZz na-
kreslené ¢are. Pokud si obrazek predstavime jako graf (¢a-
ry jsou hrany, mista jejich setkani vrcholy), pak eulerovsky
tah nalezneme jen v tom obrazku, ktery lze nakreslit jed-
nim tahem. V uzavieném eulerovském tahu se pak vratime
i do mista, kde jsme zacali.

Podminky tahu

Je na c¢ase poodhalit feseni naseho problému s eulerovskym
tahem. Piijdeme na to jako matematici — nejprve ukazeme
nutnou a hned nato postacujici podminku. Nutné vlastnost
grafu je takova, ze bez ni eulerovsky tah neni mozné najit;
postacujici vlastnost je ta, se kterou vzdy eulerovsky tah
najit umime. Jsou-li obé podminky stejné, pak se jedna
o ekvivalenci, a tak tomu bude i nyni.

Predstavme si, ze jsme kouzlem néjaky uzavieny eulerov-
sky tah nasli, at uz je jakykoli. VZdy, kdyZ se dostaneme
do jednoho vrcholu (a neni dilezité, jestli uz jsme v ném
byli, nebo ne), tak z néj musime hned také odejit, abychom
tah uzavrteli. A protoZe tah je eulerovsky, kazdou hranou
projdeme jen jednou, takZe tyto dvé hrany (tu pfichozi a
odchozi) uz nepouzijeme. U kazdého vrcholu mimo vychozi
tedy plati, Ze hrany tvori dvojice — jedna, co vedla dovnitt,
a jedna, kterd z néj vedla ven.

Podobna véc plati i pro startovni vrchol. Sice do néj ne-
vstoupime poprvé pomoci hrany, takze pocet navstivenych
hran u né€j bude stale lichy — ale jen do chvile, nez se do
néj naposledy vratime a skonc¢ime, protoze skoncenim jsme
pouzili posledni hranu, kterd bude tvofit dvojici s hranou
prvni.

Jakou vlastnost grafu jsme odhalili? Neplati, ze graf ma
sudy pocet hran (protoZe trojuhelnik jednim tahem nakres-
lime a pfesto m4 3 hrany), ale plati, ze do kazdého vrcholu
vede sudy pocet hran, tedy ze graf ma vsechny stupné sude.
Nezapomenme také na to, ze graf musi byt souvisly — dva
oddélené obrazky jednim tahem bez zvednuti tuzky nena-
kreslime. Mame nutné podminky!

Nalezeni tahu

Zbyva tedy ovérit, ze podminky jsou i postacujici. Méjme
souvisly graf, ktery ma vSechny stupné sudé. Umime v ném
vzdy najit uzavieny eulerovsky tah? Ovéfme to, jak se na
informatiky patfi — algoritmem.

Predlozeny algoritmus je zaloZzeny na vylepSeném prohleda-
vani do hloubky, tedy DFS, o kterém jste si mohli pfecist
v prvni grafové kuchaice.®

Vyberme si vrchol, v ném zacneme. N&§ algoritmus musi
umét oznacovat hrany jako ,probrané“, jako to déla DFS.
Vyberme si tedy jednu hranu a pokracujme dale, zatim bez
vypisovani.

Po néjakém tom prochézeni se jisté stane, Ze jsme se za-
stavili — vrchol uz nema zadné nepouzité hrany. Nutné to
znamena, ze to je ten vrchol, ve kterém jsme zacinali. V pro-
chézeni do hloubky se vracime zpét, ale my k tomu pfidame
vypisovani cesty — postupné pozpatku vypisujeme hrany,
kterymi se vracime zpét v prohledévani.
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A

Na obrazku vyse je ptiklad pravé probihajiciho algoritmu.
Zacal ve zvyraznéném vrcholu vlevo, prochazel po Sipkach
az do bodu A, kde volil hrany tak, ze hned skonéil na zacat-
ku. Dale pokracoval vypisovanim hran pozpatku, az dosel
zase do bodu A. Zde si vybral jednu jesté nepouZitou hranu
a po ni prosel celou druhou kruznici — zbytek hran — zpét
do bodu A. Nyni vypisuje hrany pozpatku od bodu A.

Bud timto vypisem dojdeme a7 na zacatek, nebo se do-
staneme do vrcholu, ktery ma jesté néjaké nepouzité hrany
(situace muze vypadat tfeba jako na obrézku). Potom vypi-
sovani zastavime a pokracujeme v prohledavani DFS pfes
nepouzitou hranu. I tam se to mize zastavit (a zastavi),
i tam zacneme vypisovat pozpatku. Nakonec dojdeme do
puvodniho mista rozboceni, a budeme opét pozpatku vy-
pisovat hrany, které nas nakonec dostanou az na pocatek,
kde skoncime.

Najde tento algoritmus opravdu korektni uzavieny eulerov-
sky tah? Graf byl souvisly a o algoritmu DFS se vi, ze v ta-
kovém piipadé navstivi kazdou hranu pravé jednou. Algo-
ritmus opravdu vypisuje cyklus — jen je u néj trochu zvlastni
zpusob, jak ho vypisuje. Kdyz dojde na kfizovatku s jesté
nepouzitymi hranami, tak vypis zastavi, tiSe po nich kraci,
oznacuje si je a vypisuje, az kdyz se po nich vraci. Ovéime
si, ze hrany opravdu navazuji.

V duchu argumenti z predchéazejici ¢asti vime, ze jediny
vrchol grafu s lichym poc¢tem nepouzitych hran je pravé ona
kfizovatka — a algoritmus DF'S prochazi graf podobné, jako
jsme ho prochazeli v minulé sekci, takze pravé do tohoto
vrcholu algoritmus dojde, az se prichod touto casti grafu
zastavi.

9 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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Jakmile sem program dojde (a nezbudou mu volné hrany),
zacne cestovat zpét a hrany vypisovat — a opravdu, po-
kracuje se tedy z mista, kde naposledy prestal, a program
vskutku vypiSe tah pres vSechny hrany v grafu — uzavieny
eulerovsky tah.

Véta o eulerovském tahu v celé své krase tedy zni: (Mul-
ti)graf obsahuje uzavieny eulerovsky tah prdvé tehdy, kdyz
md vsechny stupné sudé a je souvisly.

Je tfeba podotknout, Ze slozitost naseho algoritmu na bazi
DFS je linedrni viéi velikosti grafu (poc¢tu vrchold a hran).
Existuji i jiné algoritmy pro hledani eulerovského tahu, jed-
na varianta naptiklad prochazi grafem a vybira si na kiizo-
vatkach takové hrany, které souvislost grafu pokud mozno
neposkodi. Tyto algoritmy uz nemusi mit nutné linearni
¢asovou slozitost.

Jiné druhy prochazek

Nejen kreslenim obrazkt ze stejného bodu zZiv je clovék.
Co kdybychom mohli zac¢it a skonéit v jiném misté, tedy
ptali se po neuzavienych eulerovskych tazich, zménilo by se
néco? Neni tomu tak, pouze nutné a postacujici podminky
si vyzadaji, aby vSechny vrcholy mély sudy stupen az na
préavé dva vrcholy, které maji lichy stupen. Pokud ndm to
nevérite, zkuste si to rozmyslet sami, opravdu to neni tézké.

Smysl také dava zkusit najit ne uzavieny tah, ale uzavienou
cestu — uzavrenou cestu pres vSechny vrcholy, ktera navstivi
kazdy vrchol pravé jednou (¥iké se ji ,,Hamiltonovska ces-
ta*). Bohuzel, ackoli jsou problémy pfibuzné, musime vés
zklamat — neni znadm 7adny efektivni (polynomialni) algo-
ritmus na tento problém, a kdyby jej nékdo z vas nalezl,
vyresil by otazku ,,P vs. NP“, o niz se vice doctete v ku-
chafce o t&7kych problémech.”

V matematice se také nékdy zminuji ,ndhodné prochazky*
po grafech — muzete si je predstavit tak, Zze se po mos-
tech mésta Kréalovce motd opilec, ktery si hazi (opilou nebo
spravedlivou) minci a podle toho se rozhoduje, pies ktery
most jit dal. Pouziti maji tyto modely hlavné v matematic-
ké teorii grafti a teorii pravdépodobnosti. O tom si mizeme
poveédét zase nékdy jindy.

Martin Bohm


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy

Vzorova resSeni treti série dvacatého osmého ro¢éniku KSP

28-3-1 Pyramida z helmic

Uvodem dnesnich feSeni se vam
vSem musime omluvit za naprosto
neodpovidajici ohodnoceni pyra-
midové tlohy (a to jesté vypadalo
krasné, ze nejlehci tloha vysla ja-
ko prvni!). Pokud jste si tedy nad
tlohou lamali hlavu a nemohli na
nic kloudného pfijit, mozna jste
jen projevili vic rozumu nez or-
gové, kteri kdysi uvérili tomu, ze
uloha je ptrece jednoduchoucka.

Doufame, ze pristé bude bodové ohodnoceni 1épe vypovi-
dat o obtiznosti tlohy, a hlavné zZe jsme nikoho od feseni
neodradili. Ale ted uz honem na reSeni.

Snadno si mizeme rozmyslet, ze pro N < 2 vzdy vyhraje
druhy hrac¢. Naopak dost komplikované miizeme dojit k to-
mu, ze pro N > 3 existuje vyhravajici strategie pro prvniho
hrace.

Nejprve tuto vyhravajici strategii popiSeme, a pak teprve
dokéZeme, Ze opravdu funguje a soupef nemé Sanci. Zaved-
me si ted par oznaceni, at se ndm strategie popisuje snaz.
Predné, lichym rtddkem budeme myslet radek obsahujici li-
chy pocet helmic. Drahy stred pak bude prostredni helmi-
ce na nejspodnéjsim lichém radku a levny stred prostiedni
helmice na druhém lichém fadku odspodu. Také si dovol-
me pouzivat pojem pyramida, prestoze tvar, ktery budou
helmice v prubéhu hry vytvaret, nebude vzdy pyramidu

pripominat.
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1. Hned v prvnim tahu shodime levny stfed. Tim jakoby
vznikly dvé shodné pyramidy, které se ¢astecné prekry-
vaji.

2. Potom budeme ,kopirovat® soupetfovy tahy, dokud sou-
pef nestréi do drahého stfedu. Jinymi slovy, souper strci
do néjaké helmice v jedné z pyramid, my stré¢ime do stej-
né helmice ve druhé pyramidé.

3. Kdyz soupef stréi do drahého stfedu, zaéneme hrat hla-
dové. To znamend, Ze vzdy shodime tu helmici, ktera
pravé obsahuje nejméné kaminkd.

Dokazovani vezméme trochu na preskacku. Zacnéme tim,
ze opravdu muzeme hrat podle druhého bodu. Pyramidy
vzniklé po nasem prvnim tahu totiz maji prinik (pfekryv)
a nemusi byt jasné, ze pokud soupef strc¢i do néceho z tohoto
priniku, mtizeme kopirovat.

Ten prinik ale neni velky: obsahuje drahy stfed a pfipadné
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(je-li N sudé) dvé helmice pod nim. Drahy stfed mame oSet-
feny zvlast. Helmice nikdy neshodi helmici stojici vedle ni,
takze shodi-li soupef jednu, my shodime druhou. Kopirovat
tedy mizeme vzdy.

To, ze kazdy tah kromé stréeni do drahého stfedu umime
zkopirovat, je dilezité. Pravé proto to musi byt souper, kdo
stréi do drahého stiedu, pfipadné ho shodi spolu s helmici
pod nim.

Jak se kopirovaci ¢ast strategie projevi na poc¢tu sebranych
kaminku? Urcité plati, ze kdyz okopirujeme tah, sebereme
maximalné tolik, kolik sebral soupef. Ve skute¢nosti sebe-
reme ostre méné praveé tehdy, kdyz souper shodi néco z pri-
niku pyramid. V takovém pripadé ale urcité shodil drahy
stfed. To dohromady znamend, ze po konci kopirovaci stra-
tegie se rozdil nasich a souperovych kaminki zvysi alespon
0 hodnotu drahého stredu.

Nesmime ale zapominat, ze pred kopirovaci ¢asti jsme sami
sebrali levny stfed. My ovSem ukéZeme, Ze soucet kamin-
ki v helmicich, které shodime shozenim levného stiedu, je
o jedna mensi nez hodnota drahého stredu. Kdyz tohle pla-
ti, mame po kopirovaci strategii alespon o jeden kaminek
méné nez souper.

Indukci podle » budeme dokazovat obecnéjsi tvrzeni: Pocet
kaminkt ziskanych shozenim stfedni helmice v r-tém lichém
tadku shora je o jedna mensi nez pocet kaminki ve stiedni
helmici na (r 4+ 1)-nim lichém Fadku.

Pro r = 1 naSe tvrzeni evidentné plati (1 = 2—1). Indukéni
krok sledujme na obrazku. Pokud shodime stfed 3. lichého
radku, coz je ¢islo 6, spadne cely ,diamant“ a z indukce uz
vime, Ze jeho soucet je 19.

Shodime-li stied o fadek niz, tedy ¢islo 20, spadnou navic
dvé diagonély vedouci od okraje ke stfedu 20. Sipky na
obrazku ukazuji, ze kazda z téchto diagonal se secte na 35,
takze obé diagonaly dohromady na 70, coz je pfesné stied
nasledujiciho lichého fadku.

Ovsem ¢islo 20 lezi v obou diagonélach, takze jsme ho zapo-
¢itali dvakrat. To je ale spravné: jednou reprezentuje samo
sebe, podruhé soucet diamantu nad diagonalami zvétSeny
o jednic¢ku. Analogickd tivaha funguje pro libovolné r.

Hura! Tim jsme ukézali, Zze po kopirovaci ¢asti bude mit
souper alespon o jeden kaminek vic. Pokud ale souper shodi
drahy stfed pfimo, pokrac¢ujeme t¥eti ¢asti (hladovou). Ted
musime ukazat, ze i z téhle ¢asti ziskame nejvyse tolik, kolik
souper.



Méme pred sebou dvé symetrické pyramidy (které uz mozna
jako pyramidy viibec nevypadaji) a chceme ziskat maximal-
né stejné, to by svadélo pravé k néjaké kopirovaci strategii.
Jenze my zacindme a nemame ani tu nejmensi jistotu, ze
soupef bude nase tahy kopirovat. Co vic, nemame ani jis-
totu, ze soupefr bude hrat posledni.

Budeme tedy muset na dikaz toho, ze nase strategie fun-
guje, jit jinak. Drzte si klobouky, pojedeme z kopce.

Nejprve si zavedeme dalsi oznaceni, tentokrat pro hel-
mice, na kterych nelezi zidna dalsi (takZe jejich shoze-
nim neshodime nic dal§iho). Tém budeme Fikat volné.

Vsimnéme si, Zze mezi vSemi helmicemi s momentalné mi-
nimalni hodnotou je alespon jedna volna. To plyne z toho,
ze smérem dold hodnoty helmic neklesaji. Také si snadno
rozmyslime, Ze my bereme vzdy volnou helmici — alespon
néjakd z nich mé nejmensi hodnotu, takze se nam urcité
nevyplati shazovat helmic vic.

Prifadme ted jednotlivym helmicim v jedné ze symetrickych
pyramid oznaceni x; takova, ze x; < x;41. Kazdé z; se ve
hie (resp. této hladové Gasti hry) vyskytuje dvakrat — na
zacatku je jednou v prvni pyramidé, jednou ve druhé.

Helmice miizeme rozdélit na nase a na soupetfovy podle to-
ho, kdo je shodil. K tomu si zavedeme dalsi oznaceni, a to
hlavni helmice. To bude pro kazdy tah nejmensi z helmic,
které hra¢ v daném tahu shodil. Pokud helmic shodil vice,
oznacime ty ostatni jako wvedlejsi.

Snadno si v§imneme, Ze vSechny naSe helmice jsou hlavni
(jelikoz nikdy neshodime vic nez jednu helmici naraz).

Nyni bychom chtéli sparovat své helmice se soupefovymi,
a to tak, aby vzdy naSe helmice méla maximéalné takovou
hodnotu, jakou ma sparovana soupefova helmice. Nékte-
ré soupefovy helmice mozna zlistanou nesparované, ale to
nam nijak nevadi. Kdyby se nam takové parovani podarilo
najit, musi byt nas pocet kaminkti maximéalné stejny jako
souperuv.

Predstavme si, ze vzdy sparujeme nasi hlavni helmici s hlav-
ni helmici, kterou souper vezme v pristim tahu. Pro takové
parovani by nerovnost urcité platila. Jenze se mtize stat, ze
v poslednim tahu hrajeme my, tedy zbyva jedna nesparo-
vana helmice, kterou uz neni s ¢im sparovat. Ukézeme ale,
ze v takovém pripadé muzeme helmice preparovat.

Oznac¢me nesparovanou helmici jako X a jeji hodnotu ja-
ko x;. Nyni se podivame na suffix x;,...,zx vSech hodnot,
které byly ve hie. Existuji dvé moznosti.

Zaprvé, existuje vedlejsi soupetova helmice s hodnotou z to-
hoto suffixu. Jelikoz jsme zatim parovali vzdy s hlavnimi
helmicemi, je tato vedlejsi helmice nesparovana, a navic ma
urcité aspon stejnou hodnotu jako X. Tedy mizeme X spa-
rovat s touto vedlejsi helmici. Tim mame vSe sparovano a
nerovnosti plati.

Zadruhé, zadna takova vedlejsi helmice neexistuje. To zna-
mena, ze suffixu odpovidaji pouze hodnoty hlavnich hel-
mic. Zaroven ovsem suffixu odpovidaji hodnoty sudého po-
¢tu helmic, a jedna z téchto helmic je X. To znamena, zZe
alespon jedna hlavni helmice je sparovana s néjakou, jejiz
hodnota je mensi nez x;.

Ozna¢me helmice v tomto paru jako A a B, necht A < B
(tedy hodnota A v suffixu nelezi, hodnota B ano). V do-
savadnim parovani plati, Ze hodnota nasi helmice je mensi
nez soupetrovy, tedy A je nase. Pfeparujme nyni X s B; A se
stane nesparovanou.
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Jelikoz x; bylo v suffixu nejlevéji, je urcité hodnota X ne-
ostfe mensi nez hodnota B, takze nerovnosti nam stale pla-
ti. Mtize se zdat, Ze jsme si nepomohli, opét mame jednu
nesparovanou helmici. Jeji hodnota ale urcité lezi v radé
hodnot o jedna vic nez vlevo, tedy opakovanim preparova-
ni sparujeme vSechny helmice v kone¢ném case.

Tady jesté zduraznéme, ze pokud se dostaneme az do si-
tuace, kdy ma nesparovana helmice hodnotu z;, musi mit
souperl nutné alespon jednu vedlejsi helmici. V opa¢ném pfi-
padé by muselo existovat parovani vedouci pied suffix, ale
pfed x1 uz nic neni.

Vzdy tedy umime vytvofit parovani takové, ze nase helmice
ma maximalné stejnou hodnotu, jakou soupefova, tedy i

z hladové ¢asti hry budeme mit maximalné tolik, kolik ziska
souper.

Tim jsme dokézali, Ze popsand strategie je skutec¢né vyhra-
vajici. Ufff!

Karry Buresovd

28-3-2 Liny pisar

Oznacme si véty jako fetézce A a B, bez jmy na obec-
nosti pfedpoklddejme, Ze |A| > | B|. Podivejme se nejprve,
jakym zpusobem sestrojime fetézec S takovy, aby obsaho-
val po odstranéni nékterych znakt kazdou vétu a také byl
nejkratsi, neboli aby tento fetézec byl nejkratsi spole¢nou
nadposloupnosti A, B. Jak ale tento fetézec bude vypadat?

Uréité se ndm vibec nevyplati mit délku |S| > |A| + | B|,
jelikoz bychom museli piidat dalsi zbyteéné znaky. Retézec
dale muzeme zkratit tim, ze znaky spole¢né obéma vétam
zapiseme do naseho fetézce S jen jednou.

Tyto spolecné znaky vsSak vibec nemusi byt na stejnych
pozicich u obou fetézci. Prikladem jsou retézce

A = xAxBxCxDxE, B = k1mABCDkKElm,

kde spole¢né znaky ABCDE tvoii nejdelsi spole¢nou podpo-
sloupnost (zkrdcené NSP). Znaky této NSP se ale v obou
fetézcich vyskytuji na riznych indexech: v A na indexech
[1,3,5,7,9] a v B na indexech [3,4, 5, 6, 8]. My potiebujeme
zjistit jak samotnou NSP, tak indexy jejich znak v obou
fetézcich.

K vyfeSeni problému nalezeni NSP lze vyuzit dynamické-
ho programovéani, algoritmus je pfimo popsan v kucharce.
Tento algoritmus nés stoji O(|A| - |B]) ¢asu.

Jakmile mame indexy spolecnych znakd z obou vét, mize-
me sestrojit nas pozadovany retézec S. Méjme -ty spolecny
znak, a; a b; indexy tohoto spoleéného znaku v A a B. Po-
tom postupné budeme zvysovat ¢ od 1 po délku NSP a pfi
kazdé iteraci vypiSeme vSechny znaky z A, B mezi (i — 1)-
nim a i-tym spoleénym znakem a nakonec samotny i-ty
znak. Tento algoritmus nam zabere O(|A| + | B|) ¢asu.

Celkové algoritmus zabere O(]A]| - |B|) ¢asu. Divod je ta-
kovy, ze nam pravé nejvice ¢asu potrva vyhledani NSP. Sa-
motné vypsani Fetézce trva jen linedrné, coz nam asympto-
tickou slozitost nezmeéni.

Jiny pohled na alohu

Na tuto tlohu existuje i feseni zaloZené na odlisné myslence,
které nakonec bude stejné efektivni. Predstavme si oriento-
vany graf, jehoZz vrcholy jsou reprezentovany usporadanou
dvojici [a;, b;]. Tyto vrcholy si miZeme graficky znézornit,
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Ze jsou polozené na miizce o velikosti |A|, | B|, ve které sou-
fadnice vrcholt urcéuji indexy jednotlivych fetézci s tim, ze
vlevo nahote mame vrchol S = [0, 0] a vpravo dole je vrchol
C= [anfh bnfl]'

Pro kazdy vrchol dale bude platit, Ze z néj vede hrana do-
prava a dolt vzdy, pokud neni posledni ve své soufadnici,
a dale si zavedeme zkratkové hrany, které nam budou vést
pres diagonalu dold doprava. Tyto hrany budou vést z téch
vrcholt, které ndm oznacuji znak spoleény obéma fFetézctim.

Nyni, kdyz mame takovy graf postaveny, nalezneme nej-

kratsi cestu z vrcholu [0,0] do vrcholu [A, B]. Jakmile jsme

jednu takovou cestu nasli, vydame se po ni a zafidime se

podle toho, kterym smérem se rozhodneme vydat z vrcholu

[CLZ‘, bj]:

® Pokud je nasledujici vrchol cesty napravo od aktualniho,
vypiSeme na vystup znak a;.

® Pokud je nasledujici vrchol cesty smérem dold od aktu-
alniho, vypiSeme znak b;.

® Pokud se nasledujici vrchol cesty nachézi smérem po di-
agonale, je celkem jedno, ktery znak nechame vypsat,
protoze aktualni vrchol oznacuje spoleény znak.

Timto jsme vypsali na vystup hledanou nejkratsi spolec-
nou nadposloupnost. Samotné sestaveni grafu nadm potrva
O(|A]-|B|), jelikoz tento graf ma pocet vrcholi stejny, jako
je souc¢in délky obou fetézci A - B. Nejkratsi cestu potom
umime nalézt v linedrnim case jednoduchym prohledanim,
takze nam to ¢asovou slozitost neporusi. Vysledny algorit-
mus ma timto stejnou asymptotickou slozitost jako algorit-
mus popsany vyse.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-2.4
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-2.cpp

Viclav Koncicky a Karry BureSovd

28-3-3 Formular na zbroj

Nejprve si tlohu prevedeme na grafovou. Pro kazdy formu-
14F vytvorime jeden vrchol. Rikejme, ze formulat o (piimo)
zavisi na formuldfi y, pokud k ziskéani x musime predlozit
vyplnéné y. Pro kazdou takovouto dvojici vytvorime v grafu
orientovanou hranu z — y. Nékteré formulafe jsou vyda-
vany ,zadarmo“ (nemaji zavislosti). Odpovidajici vrcholy
v grafu nemaji zddné vystupni hrany — takovéto vrcholy
obvykle nazyvame stoky.

Graf zavislosti mize vypadat tieba takto:

E I
A B K

Stoky jsou v tomto piipadé vrcholy I, J, K. Déale fekne-
me, Ze néjaky formuldf x nepfimo zdvisi na y, pokud z x
vede orientovand cesta do y. Takovy x nemiZeme ziskat,
aniz bychom nékdy pfedtim ziskali y. Napriklad F nepfimo
zavisi na K, a vskutku: bez K nedostaneme H, a tedy ani F.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamikq
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Pokud néjaky formulaf lezi na orientovaném cyklu, nepfi-
mo zavisi sdm na sobé. Takovy urcité nemutzeme ziskat:
naptiklad abychom ziskali E, potifebujeme C, ktery vyza-
duje D, a ten zase E. Jinymi slovy abychom dostali E, mu-
seli bychom nejdiiv mit E. To urcité nejde, protoze trednici
nevydavaji formulafe na dluh.

Dalsim formulafem, ktery urcité nemutzeme ziskat, je A,
protoze zavisi na B, ktery lezi na cyklu.

Reseni prohledavanim do hloubky

Pro kazdy formulai budeme chtit urc¢it jeho ohodnocent,
které muize nabyvat jedné ze t¥i nasledujicich hodnot:

¢ 0, pokud formular lze ziskat vyplnény zaporné
® 1, pokud formular lze ziskat vyplnény kladné
e X pokud formulai neni mozné ziskat

Ohodnoceni formulafe x najdeme jednoduchou rekurzivni
funkci OHODNOT(2). Ta nejprve rekurzivnim zavolanim zis-
ka ohodnoceni vsech primych zavislosti x, na jejich zakladé
ur¢i ohodnoceni z, a to vrati. To vlastné neni nic jiného nez
prohledévani do hloubky.'°

Protoze funkce OHODNOT muze byt na tentyz formular za-
volana mnohokrat a nechceme plytvat ¢asem opakovanim
toho samého vypoctu, pouzijeme dynamické programova-
ni.l! Jiz spoéitani ohodnoceni si budeme uklddat do po-
le H indexovaného ¢isly formulait. Pokud je pii zavolani
OHODNOT(x) hodnota H [x] jiZ zndma, prosté ji rovnou vra-
time a nepocitame znovu.

Kostra ohodnocovaci logiky je jednoducha: pokud nékte-
rou ze zavislosti z nejde ziskat (mé ohodnoceni X), ani x
nemuizeme ziskat, tedy vratime rovnéz X. Pokud naopak
jde ziskat vSechny, pak jde ziskat i z a jeho ohodnoceni
vytvorime tak, Ze ohodnoceni zavislosti zkombinujeme pie-
depsanou logickou funkci.

Ale to nestaci. Pokud graf obsahuje cykly, takovato imple-
mentace by skoncila nekone¢nou rekurzi. Potfebujeme umét
néjak cykly detekovat a vrcholy na nich oznacit jako nezis-
katelné.

To muzeme udélat napriklad tak, ze na zacatku funkce
OHODNOT(x) si vrchol x oznacime jako rozpracovany (a
na konci toto oznaceni zase zrusime). Pokud potom nékdy
pfi prochazeni zavislosti narazime na rozpracovany vrchol,
vime, ze lezi na cyklu. Pro¢? Pokud narazime pii prohle-
davani na rozpracovany vrchol x, znamena to, ze funkce
OHODNOT(x) aktudlné bézi (v néjakém vysSim patfe re-
kurze). VSechny vrcholy, které navstivime, zatimco bézi
OHODNOT(x), patfi mezi (neptimé) zavislosti z. Takze po-
kud narazime na x, znamena to, ze x zavisi na x.

Zavedeme si dvé pomocné hodnoty, které se mohou vysky-
tovat v poli H, pokud ohodnoceni daného vrcholu jesté ne-
zname:
e 7 pokud jsme dané pole jesté nenavstivili
e R, pokud je vrchol pravé rozpracovany
Upraveny algoritmus bude vypadat nasledovné:
OHODNOT(x):

1. Pokud H[z] = R:

2. Hiz] + X, vrat X.
3. Pokud H|[x] # ?: vrat H|x].


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-2.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-2.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamika

.Hz] < R

. Oznac z, a7 zp vSechny zavislosti x.

.Proi=1azk:

h <~ OHODNOT(z;)

Pokud h = X:

Hiz] + X, vrat X.

10. H[z] « f(H][z1],. .., H[z]), pfiCemZ f je logicka
funkce predepsand pro formulaf 2 (AND, OR nebo
XOR).

11. Vrat H]x].

© 0N oo
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Protoze chceme zjistit ohodnoceni vsech formuléaii, prosté
funkci OHODNOT zavolame postupné na vSechny vrcholy.
Celkem budeme potfebovat linedrni ¢as, pfresnéji O(N +
M), kde N je pocet formuléii a M je celkovy pocet zévislos-
ti. To nahlédneme nasledovné. Vnitini ¢ast funkce OHOD-
NOT provedeme pro kazdy vrchol nejvyse jednou. Tim pé-
dem nejvyse jednou provedeme vnitini cyklus pres vSechny
hrany vychazejici z daného vrcholu. Tudiz na kazdou hranu
se podivame maximalné jednou.

Jesté musime uvazit cas straveny na prvnich tfech radcich
funkce OHODNOT, které mohou byt provedeny vickrat. Ale
funkce OHODNOT je voldna jen ze dvou mist:

® 7 hlavni smycky, kde je voldna jednou pro kazdy vrchol
(celkem N x).

® Rekurzivné z jiného volani OHODNOT, ale to se déje pravé
v misté, kde prochdzime vystupni hrany. A uz vime, Ze
kazdou hranu navstivime maximélné jednou, tedy téchto
volani funkce OHODNOT je dohromady maximéalné M.

Z tohoto odhadu je taky vidét, ze ted uz se nas algoritmus
nemuze zacyklit.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-3-dfs.pj|

Filip Stédronsky

28-3-4 Katapulty

Podivejme se prvné na lehé{ variantu. Nabizi se umistovat
katapulty hladové, tedy dat kazdy katapult co nejlevéji to
pujde.

Reknéme, ze projdeme bitevni lajnu zleva a pii prochazeni
si udrzujeme mnozinu dosud neumisténych katapultd, které
muzeme umistit na aktualni policko.

Na kazdém policku pak pridame do mnoziny katapulty, kte-
ré mizeme nové umistit, a poté z téhle mnoziny vezmeme
katapult, jehoz tisek konc¢i nejdiive. Zkontrolujeme, ze pra-
vé hranice povoleného tseku je maximéalné rovna aktualni
pozici, a pokud ano, katapult umistime na toto poli¢ko. Po-
kud nédhodou ne, zahlasime, ze feSeni neexistuje. Budeme-li
mit zrovna prazdnou mnozinu, jednoduse se posuneme na
dalsi policko.

Snadno nahlédneme, Ze pokud nas algoritmus vyda feSeni,
bude toto feseni korektni — kazdy katapult bude ve svém
tseku a zaroven bude na kazdém policku jen jeden.

Musime ale také ukazat, ze pokud naopak ohlasime neexis-
tenci feSeni, skutecné zadné feseni neexistuje. Kdyz jsme
vyhlésili netispéch, mame néjaky katapult P, ktery jsme
nedokézali umistit. Na kazdém policku v tseku, kam smi-
me P umistit, uz se ale vyskytuje jiny katapult, jehoz tisek
kon¢i nejpozdéji stejné, tedy zadny z nich nemiizeme pie-
sunout doprava.
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Jesté musime uvéazit, jestli jsme néktery z téch katapulti
nemohli umistit vice vlevo. Podobnym argumentem ale uka-
zeme, ze ne — kdyz vezmeme nejvétsi levou hranici téchto
katapultii a podivame se na tisek mezi ni a zacatkem tseku
pro P, opét mame na kazdém policku katapult, ktery ne-
miuZeme presunout doprava.

Takto dojdeme az na zacatek lajny. Vlastné to znamena,
7e se snazime umistit L + 1 katapultd na L policek, a to
evidentné jit nemuze. Nas algoritmus tedy ohlési netispéch,
pouze kdyz feseni neexistuje.

Pfipometime ted, Ze pocet katapulti oznacujeme K a délku
lajny N.

Nejprve si vSechny katapulty sefadime podle levé hranice
vzestupné. Tim padem se miizeme postupné posouvat v poli
katapultt a nalezeni katapultt, které mame pfidat do mno-
ziny, trva linearné v jejich poctu, za cely algoritmus tedy
O(K). Samotné fazeni nam zabere O(K log K).

K udrzovani katapulti, resp. k jejich pridavani a nalezeni
toho s minimalni pravou hranici, ndm dobte poslouzi halda.
Tak bude kazda operace trvat O(log K).

Nejprve tedy sefadime katapulty a pak projdeme celou bo-
jovou lajnu. Tento prachod nadm trvd O(N), na kazdém po-
licku se ptame na katapult s minimalni soufadnici a mozné
pridavame katapulty do mnoziny. Takovych pfidani je ale
dohromady O(K), takze celkova ¢asova sloZitost algoritmu
je O(Nlog K). Presnéji tedy (K log K + N log K), ale klid-
né predpokladejme K < N. Paméfova slozitost je linedrni
v poctu katapultt, tedy O(K).

Pékné je si vSimnout, Ze policka, na kterych se nic nedéje,
jsou nezajimavéa a vlastné nas jen zdrzuji. Libilo by se nam
umét skakat jen po téch, kde se néco déje. To ale umime
zaridit — o kazdém katapultu vime, kde jeho tsek zacina
a konci, takze se muzeme bud posunout o jedno policko
(méme-li po umisténi katapultu neprdzdnou mnozinu), ne-
bo rovnou skocit na pristi udalost.

Udalosti si mizeme udrzovat v haldé, na kazdém policku
tedy jesté pridame pfipadné zjisténi pristi udalosti. Jelikoz
pro umisténi K katapultd pouzijeme nejvys K policek, bude
celkova slozitost O(K log K).

MV

Ted tézs1 varianta, a pozor, pfijde trik :) VSimneme si, Ze
soufadnice katapultl jsou nezavislé — bez ohledu na to, do
kterého rfadku katapult umistime, miizeme ho umistit do
stejnych sloupcii.

Resenim tlohy tak neni nic jiného nez dvoji spusténi lehéi
varianty, jednou pro Fadky, jednou pro sloupce. A jelikoz
dvojka je konstanta, ¢asova slozitost zistava O(K log K).
Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-4.4

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-4.cpp

Karry BureSovad

28-3-5 Zavazi z foSen

Nejprve fosny ze zadani ohoblujeme az na strohou geomet-
rickou realitu: Dostali jsme n desek, kazda ma danou sitku
a vysku, vSechny maji jednotkovou tloustku. Chceme vy-
tvorit kvadr. Udélame to tak, ze si vybereme podmnozinu
desek, polozime je na sebe a pfipadné nékteré z nich o 90 °
otoc¢ime. Nakonec je ofizneme na Sitku nejuzsi desky a vys-
ku té nejnizsi. Chceme pritom, aby vznikl kvadr o nejvétsim
mozném objemu.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-3-dfs.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-4.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-4.cpp

Jak se zbavit otaceni

Uloha mé nepifjemné mnoho stuptiti volnosti: nejen, Ze si
vybirame, které desky pouzijeme, ale pro kazdou jesté ur-
¢ujeme natoceni. Pojdme se otaceni zbavit. Dokdzeme, Ze
pokud kazdou desku predem natocime ,nalezato®, tedy tak,
aby jeji sitka byla vétsi nebo rovna vysce, o optiméalni feseni
nepiijdeme.

Nejprve uvazujme situaci se dvéma deskami rozmeért a x b
a x X y (prvni rozmér je $ifka, druhy vyska). Jisté miizeme
predpokléddat, Zze a > b a x > y (jinak desku otoc¢ime) a
navic b > y (prvni deska je ta vyssi). Aby vznikl kvadr ma-
ximalniho objemu, chceme desky posunout a otocit tak, aby
se prekryvaly v co nejvétsi plose. Piekryv jisté nezmensime,
prilozime-li na sebe levé dolni rohy obou desek.

Nyni rozlisime dva pfipady. V prvnim je z < a, Cili nizsi
deska je i uzsi (levy obrazek). Tehdy se desky prekryva-
ji celou plochou té mensi z nich, takze se jisté nevyplati
kteroukoliv desku otécet.

Zbyva nam pripad x > a. Pokud obé desky ponechiame
orientované stejné (prostfedni obréazek), jejich spoleénd ¢ast
bude mit obsah a - y. Paklize je vii¢i sobé oto¢ime (pravy
obréazek), vyjde obsah b - y. Prvni varianta je ovSem stejna
nebo lepsi, nebot a > b.

V obou pripadech plati, ze pfekryvajici se ¢ast ma opét Sii-
ku vétsi nebo rovnou vysSce, takze postup muzeme opako-
vat a o vSech pouzitych deskach dokazat, Ze jsme je mohli
nechat nalezato. Ve zbytku feseni tedy budeme bezelstné
predpokladat, ze deskami neni mozné otacet.

Elementarni FeSeni

Nas prvni pokus o algoritmus bude zalozeny na jednodu-
chém pozorovani: vysledny kvadr zdédi jak svou sifku, tak
svou vysku od nékteré desky, kazdou moznd od jiné. Staci
tedy vyzkouset m moznych sifek, k nim n moznych vysek
a pokazdé probrat vSechny desky a pouzit ty, které jsou
dostateéné giroké a vysoké. To zvladneme v case O(n?) a
ziskdme za to par bodt.

Mimochodem, feSeni tohoto druhu by fungovalo, i kdy-
bychom brali v ivahu otaceni. Vysku i sitku kvadru bychom
vybirali ze viech vysek i sffek (celkem 4n? moznosti) a pii
testovani, zda se deska vejde, bychom zkouseli obé mozné
orientace.

Chytrejsi feSeni
V minulém reseni pocitame stale dokola podobné véci, takze
zkusime vypocet preusporadat, abychom se tomu vyhnuli.

Nadale budeme zkouset vsech n moznych sitek. Pro kazdou
§irku w vybereme vSechny dostatecné siroké desky. Budeme
je prochazet od nejvyssi k nejnizsi a pribézné prepocitavat
aktualni kvadr. Pro nejvyssi desku samotnou ma kvadr Sit-
ku w, vysku této desky a tloustku 1. Kdyz pfiddme dalsi,
niz$l desku, sifka zistane, vyska klesne a tloustka vzroste
o 1. Tak pokracujeme a pokazdé spocitime objem aktudl-
niho kvadru a zapocitame ho do priubézného maxima.
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Toto vse se da stihnout v ¢ase O(n?): na pocatku vypoctu
setfidime vSechny desky podle vysky. Pak zkousime (v libo-
volném poradi) vSech n moznych sifek, pro kazdou z nich
probirdme desky v setfidéném potadi, preskakujeme ty pfi-
li§ (zké a pro ostatni v konstantnim Case prepocitavame
objem kvadru.

Autor priznava, Ze stale véii v existenci rychlejsiho FeSeni,
ale postupné si vSechna takova vyvratil. Kdybyste o néja-
kém védéli, dejte nam prosim veédét.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-5.4

Martin ,Medved“ Mares

28-3-6 Pocditani prezivsich

Aby feseni mohlo existovat, graf musi byt souvisly. To bude-
me nadale predpokladat. Nejprve vytresime jednodussi vari-
antu, kdy graf pratelstvi je stromem. Hledanému piedpisu,
kdo komu mé helmici predat, budeme fikat pldn pro dany
strom. Ten si lze predstavit prosté jako posloupnost vrcho-
111, kde dva sousedni jsou vzdy vzdéalené ve stromé nejvyse
t¥i hrany.

Strom si zakofenime a pouzijeme obvykly trik na stromo-
vé tlohy. Nejprve rekurzivné najdeme plan pro kazdy pod-
strom korene a pak tyto plany néjak napojime, abychom
z nich poskladali plan pro cely strom. Pfedpokladejme pro
zadatek (pozdé&ji se ukaze, Ze je to trochu slozit&jsi), ze kaz-
dym podstromem zac¢ne helmice putovat od korene.

To znamena, Ze kdyz helmice opousti prvni podstrom, musi-
me ji pfedat rovnou kofeni druhého podstromu (pfes kofen
celého stromu to nejde, tam uz byla):

Teckované cary znaci rekurzivné spoctené plany pro jed-
notlivé podstromy, ¢arkované jejich napojeni. Aby predani
mezi podstromy bylo korektni, musi plan pro kazdy pod-
strom kon¢it v prvnim patfe tohoto podstromu (hned pod
jeho kofenem). Kdyby kon¢il hloubé&ji, pfedani bude pres
vic nez tii hrany.

Abychom mohli nage feSeni pouzit rekurzivné, musi tedy i
vysledny plan pro cely strom konéit v prvnim patie. Ale
plan nastinény v obrazku vyse zfejmé konci v patie dru-
hém. ..

Le¢ neni tfeba propadat panice. V§imneme si, ze kdyby-
chom z kotene poslali helmici do vrcholu, ktery je aktualné
posledni, a cely priichod prichod podstromy obratili (diky
neorientovanosti hran miizeme), skon¢ime v kyzeném prv-
nim patfe:



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-5.c

Méame tedy algoritmus, ktery nalezne plan pro dany strom
zacinajici v kofeni a koncici v prvnim patie: Rekurzivnim
zavolanim téhoz algoritmu nalezneme plan pro prvni pod-
strom kofene a obratime v ném potadi vrchold (jako prvni
helmici obdrzi néjaky vrchol v prvnim patfe tohoto pod-
stromu, jako posledni jeho kofen). Za tento pfevraceny plan
pripojime rovnéz prevracené plany pro druhy, ... aZ po-
sledni podstrom. Helmice tedy skonc¢i v kofeni posledniho
podstromu, tedy v prvnim pattfe celého stromu, coz piresné
potiebujeme.

Pro zjednoduseni implementace nemusime plany ani doda-
teéné obracet. Sta¢i rekurzivnimu volani navic pfedat jeden
parametr, zda mé generovat normalni (z kofene do prvniho
patra), nebo obréaceny (z prvniho patra do kofene) plan. Di-
ky tomu si nemusime plany ukladat, nybrz mtzeme vrcholy
rovnou vypisovat.

Snadno si rozmyslite, Ze sousedni vrcholy planu jsou vzdale-
né maximalné tii hrany. Zbyva jesté vyresit okrajové pod-
minky rekurze. Zastavime se na jednovrcholovém stromé
(tvofeném listem puvodniho stromu), pro ktery je planem
prosté jednoprvkova posloupnost obsahujici tento vrchol.

Cely algoritmus v pseudokédu:
NAJDIPLAN(u, obrat):

1. Pokud obraf = 0: vypi$ u.

2. Pro vSechny v syny u:

3. NAJDIPLAN(v, 1 — obrat)
4. Pokud obraf = 1: vypis u.

Rozmyslete si, ze opravdu odpovida vyse popsanému. V-
sledny plan mize vypadat tieba takto:

Zakrouzkované jsou ty vrcholy, ve kterych hledame obrace-
ny plan. To jsou pravé vrcholy v lichych patrech.

Obecné grafy

Zobecnit feseni na vSechny grafy uz je jednoduché. Z libo-
volného grafu mtizeme udélat strom tak, Ze najdeme jeho
kostru (napf. prohleddnim do hloubky) a na ni spustime
vySe popsany algoritmus. Protoze pro kazdy strom existu-
je Teseni, hrany mimo kostru jsou prebytecné a mizeme je
ignorovat.

Navic hledani kostry a konstrukci planu nemusime provadét
oddélené, nybrz je mizeme spojit do jednoho DFS pricho-
du grafem. Podrobnéji ve vzorovém programu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-6-dfs.py|

Filip Stédronsky

28-3-7 Legie v lese

Les je obdélnik o hrané L, v némz lezi S bodovych stromti.
Horni stranou do obdélniku vstoupi kruhova legie o prumé-
ru D a chce vylézt spodni stranou. Nesmi pfitom narazit na
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zadny strom, ani na levou ¢i pravou stranu obdélniku. Stfed
legie tedy musi stale udrzovat vzdélenost alesponi D/2 od
vSech stromi i od boc¢nich stran lesa.

Prekazky a ploty

Navigacni problémy tohoto druhu se fesi sndz, pokud se
lesem misto kruhové formace pohybuje jediny bod. Ulohu
proto trochu preformulujeme: kazdy strom ,nafoukneme*
na kruh o poloméru D/2 a boc¢ni strany lesa roztdhneme
smérem dovniti na obdélniky Siroké rovnéz D/2. Aby se
vSechny prekazky vesly do lesa, roztdhneme les nahote i
dole 0 D/2.

Legii naopak smrskneme do jediného bodu. Ten mize stat
préavé na téch mistech, kterd nelezi v zadném kruhu ani
obdélniku.

Dostaneme tedy néjaké prekazky ve tvaru kruht a obdélni-
ki a ptame se, zda bod miize projit shora dold a vyhnout
se vSem prekazkam.

Na predchozim obrazku to mozné neni, protoze v ném exis-
tuje plot — posloupnost na sebe navazujicich prekazek, ktera
spojuje levy okraj s pravym. Kazda trasa shora dolt musi
plot alesponl na jednom misté protnout, takze trasa narazi
na alespon jednu prekazku.

Dokonce plati, ze kdykoliv nejde projit shora doli, existuje
néjaky plot, ktery tomu brani. Vskutku: mnozina bodi, do
kterych se dé shora dojit, tvofi néjakou uzavienou oblast.
Hranice této oblasti se sklddéd z ¢éasti horni, levé a pravé
strany lesa a néjakych casti prekazek. Predstavme si, ze
hranici této oblasti obchazime od levého horniho rohu le-
sa proti sméru hodinovych ruci¢ek. Mezi poslednim odcho-
dem z levé strany a nésledujicim pfichodem na tu pravou
jsme museli projit pfes na sebe navazujici ¢asti prekazek.
To ovsem znamena, ze tyto prekazky tvori plot.

Giganticky graf

Potfebujeme tedy vymyslet, jak hledat plot. Pomtzeme si
grafem: jeho vrcholy budou reprezentovat stromy, navic pfi-
dame vrchol £ pro levou stranu lesa a p pro pravou. Hranou
spojime kazdé dva vrcholy, jejichz vzdéalenost v roviné je
mensi nez D. To nastane pravé tehdy, kdyz se prislusné
prekazky protinaji. Plot pak odpovida cesté z vrcholu ¢ do
vrcholu p v tomto grafu. Pro priklad z predchoziho obrazku
vypada graf nasledovné:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-6-dfs.py
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Staci tedy zjistit, zda ¢ a p lezi v téze komponenté souvis-
losti. To muzeme otestovat tieba prohledavanim do sitky.
Jistou nevyhodou oviem je, Ze nas graf miize mit az O(S?)
hran (rozmyslete si, jak by takovy les vypadal). Bude te-
dy lepsi nedrzet si cely graf v paméti a vytvaret ho podle
potfeby za béhu.

Budeme si udrZovat frontu stromii, které mame zpracovat.
Na pocatku do ni vlozime stromy dosazitelné z ¢, ¢ili ty,
jejichz x-ova soutradnice je mensi nez D. Pak postupné ode-
birdme stromy z fronty. Pro kazdy strom najdeme vSechny
jeho sousedy, tedy stromy ve vzdalenosti mensi nez D, a po-
kud jsme je jesté nevidéli, pfidame je do fronty. Skoncime,
pokud se fronta vyprazdni, nebo pokud objevime strom s z-
ovou soutfadnici vétsi nez L — D.

To je vSechno. Snadné, ze? Ale pomalé... Navstivime az S
vrchold a pro kazdy z nich prochazime S potencialnich sou-
sedti. Jednoho souseda nastésti stihneme zpracovat v kon-
stantnim ¢ase (misto vzdalenosti porovnavame jejich druhé
mocniny, abychom nemuseli odmoctiovat), takze cely vypo-
et trva O(S?).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-7-quad.d

Pomohou policka?

Existuje fada technik, kterymi se da hledani sousednich
stromi urychlit. Muzeme napiiklad rozdélit les na polic-
ka velikosti D x D a pro kazdé policko si predpocitat, jaké
stromy v ném lezi. Sousedé daného stromu se pak nachéazeji
bud ve stejném policku, nebo v nékterém z osmi okolnich.

Tento trik muze pro nékteré kombinace L a D vyrazné po-
moci. Limity v zadani Glohy bohuzel pfipoustély i pripady,
kdy je D tadové stejné jako L. Tehdy je policek konstantni
pocet, takze okolni policka obsahuji podstatnou ¢ast vsech
stromii. Skoda, tudy cesta nevede.

Znovu zametani

Neni ndhoda, ze jsme k této sérii pribalili geometrickou ku-
chatfku, v niz se ukazuje princip zametani roviny. Hodi se i
pro tuto tulohu.

Les budeme zametat zleva doprava svislou pfimkou. Bu-
deme si pfi tom pamatovat, které stromy jsme uz potkali.
Pokazdé, kdyz zametaci pfimka narazi na novy strom, na-
jdeme jeho sousedy mezi predchozimi stromy a natdhneme
do nich hrany. Hledéani si urychlime dvéma triky:

e Nema smysl zkouset stromy, které se v y-ové souradnici
lisi od nového stromu o vice nez D.

® Pokud se dva stromy vyskytly v témze radku, staci uva-
zovat pravy z nich. Ten levy je budto moc daleko, nebo
uz lezi v téze komponenté jako pravy, takze stac¢i hranu
privést do pravého. (Nezapomerite, Ze soufadnice stromi
jsou celo€iselné, a proto je moznych Fadkd malo.)

Poridime si tedy pole indexované ¢éislem fadku (0...L—1).
V ném si budeme pro kazdy radek pamatovat, jaky nejpra-
véjsi strom jsme tam vidéli. Objevi-li se novy strom v y-tém
radku, staci se podivat na nejpravéjsi stromy v fadcich y—D
az y + D a pro kazdy z nich zkontrolovat, jak je daleko.

Sousedy jednoho vrcholu tedy projdeme v ¢ase O(D). Cely
algoritmus nejprve stravi ¢as O(Slog.S) setfidénim vsech
stromt a O(L) inicializaci pomocného pole. Poté prochazi S
stromi a nad kazdym z nich stravi ¢as O(D). Tim vytvoii
graf o nejvyse O(SD) hrandch, ktery pak prohled4 do sitky
v Case O(SD).

Celkova ¢asova slozitost je tedy O(SlogS + L + SD).
Implementaéni (in)triky

Na&s ukazkovy program se drzi predchoziho napadu, ale pro
jednoduchost se v nékterych detailech odchyluje.

Predevsim si misto tfidéni strom® podle soufadnic vytvori
matici L X L, kterd o jednotlivych bodech lesa tika, zda tam
lezi strom. Zametani lesa pak prosté prochazi tuto matici po
sloupcich a hled4 jednicky. Misto O(S log S) tedy potiebuje
¢as O(L?). To pro limity ze zadani je spiSe lepsi.

Také misto toho, abychom graf udrzovali v paméti a pak
ho cely prohledali, udrzujeme komponenty souvislosti pri-
bézné v datové struktufe Union-Find. Pro kazdou z O(SD)
hran tedy voldme Union, ktery trvd O(log S). Kdybychom
byli pilngjsi, pouzili jsme rychlejsi Union-Find se slozitos-
ti O(log* S)12 nebo O(a(S)), ktery je popsany v kuchatce
o minimélnich kostrach.!3

I s jednoduchym Union-Findem m4 nés program slozitost
O(L? + SDlog S), coz je pro slibené velikosti vstupu na-
prosto postacujici.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-7-grid.d

Divotvorny diagram

Zbyva hrstka pochybnosti, zda by tlohu $lo FeSit efektivné-
ji, zejména v pripadé, kdy by nam nikdo neslibil celoc¢iselné
soufadnice. Pochybnosti samoziejmé nejsou na misté, zna-
me FeSeni v ase O(Slog S) s pouZitim jednoho milého kra-
lika z kouzelnického klobouku vypocetnich geometri. Jen
je to trochu pracnéjsi, takze vSe pouze nacrtneme. Detaily
miiZzete najit v geometrické kapitole medvédi knizky.'4

@ Necht S je mnozina stromu v roviné. Pro kazdy strom
s € S definujeme jeho oblast R, jako mmnozinu vSech
bodi roviny, pro néz je s nejblizsi strom (respektive jeden

v

z nejblizsich stromu, pokud jich je vic).

Podivejme se na néjaké dva stromy x a y. VSechny bo-
dy roviny, které maji k x blize nez k y, tvoii polorovinu
(hrani¢ni ptimkou této poloroviny je osa tisecky zy). Proto
musi kazda oblast Ry byt prunikem kone¢né mnoha polo-

Funkce log* z ¥ikd, kolikrat musime ¢islo x opakované zlogaritmovat, neZ se poprvé dostaneme pod 1. Roste tedy velice

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostryl
http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom. pdf]
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pomalu. Funkei a(z) zde definovat nebudeme, ale prozradime, Ze roste je$té mnohem pomaleji.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-7-quad.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-7-grid.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry
http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom.pdf

rovin. Oblasti tedy maji tvar konvexnich mnohothelnik,
pfipadné na jedné strané otevienych do nekonecna.

Vyzkousime si to na tomto lese:

\/\’.

l\fo)s -

Diagram pro néj vyjde nasledovné. (Plné i ¢arkované cary
jsou hranice oblasti, brzy uvidime, v ¢em se lisi. Obrazek
jsme ofizli okrajem lesa.)

Rozkladu roviny na tyto oblasti se fika Voroného diagram
(zkoumal ho zacatkem 20. stoleti rusky matematik Georgij
Voronoj). Je dobré védét, Ze je to rovinny graf (aZ na neo-
mezené stény, ale to je detail), tudiz pro S stromt ma O(S)
vrcholtt a O(S) hran. Také se hodi{ znat algoritmus pro jeho
konstrukei v ¢ase O(Slog S), jako obvykle mazanym zame-
tenim roviny — detaily viz medvédi knizka.

Na chvili zapomenime, ze les méa néjaké okraje. Pak plati,
ze miize-li lesem projit kruhova legie, pak jim mtze projit
po hranach Voroného diagramu. Neni divu: kazd4 hrana
diagramu je osa tsecky mezi dvéma stromy (nebo jeji ¢ast),
takze jdeme-li po hrané, dodrzujeme maximélni moznou
vzdalenost od této dvojice stromt.

Stacilo by tedy sestrojit diagram, pro kazdou hranu spodi-
tat vzdalenost stromd, které tato hrana oddéluje, a pokud
je to méné nez D, hranu smazat (na obrazku jsou tyto hra-
ny ¢arkované). Tim by vznikl néjaky linearné velky graf,
ktery bychom vzapéti prohledali do sitky. To déva hezké
FeSeni v ¢ase O(Slog 9).

JenZe ted si na okraje zase musime vzpomenout. Co to zpt-
sobi? Céast diagramu skonéi za okrajem, takze ji odfizne-
me. Naopak mame povoleno chodit podél okraje (v uctivé
vzdéalenosti D/2). Proto se podivdme na konce hran, které
se zarazily o okraj, a zkusime je propojit. Kazda po sobé
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jdouci dvojice takovych hran ohranic¢uje spole¢nou sténu di-
agramu, uvnitf niz lezi néjaky strom. Pokud je tento strom
vzdéaleny od okraje aspon D, mizeme mezi hranami projit
podél okraje. To zndzornime dal$im typem hran (na obraz-
ku teckované). Bude jich nejvyse O(S) a spocitdme je také
v ¢ase O(9).

Shrneme-li tyto uvahy (a doplnime spoustu detailt, o kte-
ré jsme vas o8idili), ziskdme algoritmus fesici tlohu v case
O(Slog S) bez jakychkoliv pozadavkl na rozsah souradnic
a celodiselnost.

Martin ,Medved” Mares

28-3-8 Inteligence hejna

Meéli jsme za tkol hledat co nejkratsi kruznici, kterd pro-
chézi véemi mésty Ceské republiky, pii¢em? text seridlu na-
povidal, ze by se mohl pouzit mravendi algoritmus. Tim to
také zkusime, ale nebude to uplné jednoduché. Ulohu bu-
deme Tesit jen pro vSechna mésta. Pro jejich mensi ¢ast by
feSeni bylo obdobné.

Cést z vas se spletla a namisto kruznice hledala cestu. To
ale nebyl velky problém. Myslenka v nésledujicich fesenich
je v zésadeé stejnd, jen se na konci musime vratit do poca-
tecniho vrcholu.

Zakladni mravenéi algoritmus

Prvni problém, na ktery mtizeme narazit, je, ze vypocet tr-
vé hrozné dlouho. Priichod jednoho mravence pfes vSechna
mésta muze zabrat az vtefinu. To nds motivuje pouzit ma-
lo mravenci, protoze chceme algoritmus nechat bézet vice
iteraci a dozvédét se aspon néjaky vysledek.

Abychom uSetfili aspoti trochu ¢asu, predpoéitame si matici
vzdalenosti mést, abychom je nemuseli pocitat stale dokola.

Dalsi problém mtiZe nastat s hodnotami vhodnosti hran b;;
a intenzitou feromont f;;. V textu seridlu se doporucuje dat
bi; = 1/d;j, kde d;j je délka hrany, a k f;; pfi¢itat hodnoty
1/L, kde L je délka nalezené cesty.

V praxi je dobré se snazit obé tyto hodnoty drzet fadové
stejné a pfi tom respektovat pouzivané datové typy. Pii
spusténi algoritmu miizeme zjistit, ze vzdéalenosti mést se
pohybuji v rozmezi [501; 485 824], zatimco délky okruznich
jizd dosahuji fadu 10000 000. Pokud tedy pouzijeme b;; =
1000/d;; a k fi;; budeme piicitat 107/L dostaneme se vzdy
zhruba do fadu jednotek.

Takto upravenym zdkladnim algoritmem spolu s parame-
try a = 2, § = 2 a vaporizaci p = 0,5 jsem za nékolik
desitek iteraci a zhruba s jednotkami mravenct doséahl fe-
Seni 23 495 526.

Vicekrat jsem to nespoustél a ladit parametry se mi nechté-
lo, protoze to béZelo dost pomalu.

Hladovy algoritmus

Ted chvili zapomeneme na mravence a zkusime tlohu vy-
fesit hladové. Za¢neme v ndhodném mésté a vzdy se presu-
neme do nejblizsiho nenavstiveného mésta. Takto pokracu-
jeme az dokud vSechny neprojdeme. Kvalita feSeni se muize
lisit v zavislosti na vybéru pocatecniho mésta. Tak se také
vyplati algoritmus spustit vicekrat.

Vasek Volhejn vyzkousel pro hladovy algoritmus vsechny
mozné zacatky a jako nejlepsi feseni mu vyslo 20 763 908.

Hladovi mravenci

A co takhle oba postupy zkombinovat? Nabizi se napiiklad
vzit nékolik hladovych Teseni a vzit je jako pocatecni popu-



laci. Vypocet je ale stidle pomaly a je jen mala Sance, ze tak
hladové feSeni prekondme. Hlavné bychom si museli trochu
déle pockat.

Co udélame my, je, ze znovu pouzijeme mravenci algorit-
mus, ale omezime mnozstvi mést, ze kterych budeme vybi-
rat néslednika. Jelikoz se pohybujeme v roviné, tak se ndm
takfka nikdy nevyplati jit moc daleko. Dalsi mésto mizeme
tedy vybirat napriklad z nejblizsich K, kde K bude rozum-
né malé. Tteba 10.

Tim se algoritmus dost zrychli. Uz si mizeme dovolit pou-
Zit vice mravenci. Pouzijeme jich aspon 100 az 1000, aby
v jedné iteraci zvladli oznacit rozumné mnozstvi hran fero-
mony a dalsi iterace tak mély vétsi variabilitu.

Pokud takové feseni s parametry a = 2, =2, p = 0.5
a pro 1000 mravenct nechdme bézet 500 iteraci (nékolik
hodin), dostaneme se na FeSeni o hodnoté 20550678, coz
neni o moc lepsi nez hladovy algoritmus, ale aspoti néco.
Tento algoritmus mutzete vidét ve zdrojovém kédu.

Ja pak jesté experimentoval s tim, Ze feromony zanechava
jen W nejlepsich mravencii z jedné iterace, ale dostal jsem
se tak jen na viceméné stejné dobry vysledek.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-8.cpp

Dalsi moZné postupy

Evolu¢ni a jim podobné algoritmy jsou vétSinou navrzené

Vs

obecné, aby se jimi dala fesit Sirsi skala problému. Pro-
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to nevyuzivaji charakteristiky zadného konkrétniho z nich.
Na jednu stranu je vyhoda, ze se daji prakticky vzdy néja-
kym zpiisobem pouzit. Na druhou stranu ale maji nevyhodu
v tom, ze jsou mélokdy nejlepsi. Kdyz se totiz zamétime na
konkrétni problém a navrhneme algoritmus pfimo vhodny
pro néj, tak obvykle dosdhneme vyssiho tspéchu.

Kromé toho existuji jesté heuristiky, které se snazi vylepso-
vat né&jaké jiz existujici feSeni. Pro takové heuristiky se hodi
jako pocatecni Feseni zvolit bud vysledek néjakého hlado-
vého algoritmu nebo pravé vysledek nékterého z evolu¢nich
algoritm.

Pro nas problém se daji pouzit napriklad nasledujici heu-
ristiky:

® Prohodime 2 hrany. Pokud se feSeni zlepsi, nechame je
tak, jinak je vratime zpatky. (Diky této heuristice se po-
stupné zbavujeme i k¥izeni hran.)

® Prohodime 3 hrany. Paklize uz nefunguje prohazovani
dvou hran, mizeme zacit prohazovat 3, coz nam dava
dalsi moznosti.

e Prehazeni K po sobé jdoucich mést. Také mtize pomoci.
U vSech téchto heuristik nové feseni pfijmeme pouze pokud
nam heuristika pomohla. Tyto heuristiky uvadime jen pro

ptiklad. Ty nijak nesouvisi s evoluénimi algoritmy. Pomoci
nich se feseni dalo vylepsit az na 18 000 000.

Karel Tesar


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-3-8.cpp
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