Korespondencni

Semindr

z Programovdni

Mili chlapci a dévcata, jako kazdy rok je tu
opét Korespondencni Seminaf z Programovani.
Ze jste 0 ném jesté neslySeli? V tom pifpadé
si zkuste odpovédét na néasledujici kviz:

Zajimas se o pocitace?

Rad soutézis?

Chces se dozvédét néco nového?
Chce$ poznat nové lidi?

Chce$ uzite¢né vyplnit volny ¢as?
Hledas vyzvu pro svoji hlavu?

Odpovédél sis alespori jednou ,,ano”? Pak hleddme
pravé Tebe. Do KSP se muiZe zapojit kazdy.
Mas-li chut, otoc list ...



Zakladni fakta o KSP:

e KSP je celostatni a celoro¢ni soutéz v programovani pro stu-
denty stfednich i zdkladnich Skol.

¢ Jeden ro¢nik je rozdélen na 5 sérii.

e V kazdé sérii tcastnici obdrzi zadéani tloh (bud postou nebo
po Internetu, jak chtéji).

e Ulohy vyfesi v teple doméaciho krbu a své feSeni ndm zaslou.

e My jim vratime opravené tlohy spole¢né se vzorovymi feSe-
nimi, zpravidla se zaddnim dalsi série.

e Na vyfeSenijedné série je nékolik tydnti casu.

e Série obsahuje Sest aZ sedm programatorskych tilozek a kaz-
dému fesiteli jsou zapoditany ctyfi nejlépe vyteSené.

¢ Ulohy jsou cisté algoritmického rdzu. Rychlejsi a l1épe popsané
algoritmy maji pfednost pfed programy hyficimi barvami.

e Kazda tloha je bodovédna, body ze vSech tloh ze vSech sérii
se scitaji a tvori celkové hodnoceni.

e Pro nejlepsi feSitele pofadame na zacatku dalSiho Skolniho
roku (obvykle v fijnu) soustfedéni, na kterém se nejen dozvi
uZite¢né véci z programovani, ale také si protdhnou télo i mysl
pfi ryze neinformatickych ¢innostech.

e Pro fesitele zac¢inajici naopak pofadame jarni soustfedéni, kde
se 1ze naucit zdklady programovani.

¢ TiinejlepsifeSitelé kazdého ro¢niku budou odménéni titulem
Kral KSP, ke kterému se vdaZe mnoho dalSich vysad.

e Dalsiinformace a p¥ihlasku naleznes na http://ksp.mff.cuni.cz/,
dotazy (ale ne feSeni tiloh) mtizes posilat na ksp@mff.cuni.cz.

e Hodné stésti!



Mili resitelé a resitelky!
Drzite v ruce prvni letdk 23. roéniku KSP. Kazd4 série i v letosnim roce obsahuje 7 tloh,

z toho 4 nejlépe vyTesené se zapocitavaji do celkového bodového hodnoceni.

Termin odevzdéani prvni série je stanoven na pondéli 18. ¥ijna v 8:00 SELC, coZ znamena, Ze
papirové feseni byste méli podat na postu do stiedy 13. fijna.

Nejlepsi tfi fesitelé celého roéniku budou odménéni titulem Kral KSP, o kterém se muzete
docist na konci zadani.

Reseni prijimame elektronicky na strénce https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndmi
komunikovat bezpedné, muzete si ovéfit nas Sifrovaci certifikdt — zde je jeho SHA1 hash:

TF:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC:1E:A8:34:54:86:69:32:7D.

Také ndm feseni muizete poslat klasickou postou na adresu

Korespondenéni seminar z programovani

KSVI MFF UK

Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

Pied tim ale vyplitte ptihlasku (a to i tehdy, kdyz jste se KSPc¢ka tcastnili loni) na hitp://ksp.mff.cuni.cz/, kde najdete i
dalsi informace o tom, jak KSP funguje. Na pfipadné dotazy vam radi odpovime na adrese ksp @myff.cuni.cz.

Prvni série triadvacatého roéniku KSP

Mily denicku,

oproti minulému tydnu, kdy jsem slavila osmé naroze-
niny a dostala hiibé, byl tenhle strasny. Matka mi sehnala
nového ucitele matematiky, ktery je jesté osklivéjsi nez ten
predchozi. Navic se ji pry mdm venovat o dve hodiny tydné
vic.

Uz takhle skoro nedéldm nic jiného. Moc rdda bych ted,
kdyz umim flétnu, zacala hrdt na klavir a slecna Jane, nase
komornd, mi nabidla, Ze mé to nauci, ale matce se to ne-
libilo, Ze pry mi seZene porddného ucitele, ale Ze mdm na
hudbu dost casu.

Viéera se mi povedlo utéct z domu a zasit se s Charliem
do dilny. Mel tam schovanou Zibu. Povidal mi, Ze od svého
tdty, naseho zahradnika, slysel, Ze mij tdta vdléi v Recku.
Prislo mi to divng, ale pry to vi fakt urcite.

Zitra me cekaji nerovnice. Netesim se.

9 bodu

23-1-1 Basnikuv denik
@ Zahradnikiav syn mél pravdu: otec nasi hrdinky, slavny
romanticky basnik lord Byron, se na zacatku roku 1824
skutecné ticastnil Recké valky za nezavislost na Otomanské
Fisi. Jako zdminku (¢, chcete-li, motivaci) pro prvni tlohu
nového ro¢niku naseho seminaie si vezmeme jeho denik,
ve kterém popisoval své vylety a cesty Reckem piedtim,
nez 19. dubna umfel.

Reknéme, Ze si kazdy vecer pfed spanim zaznamenal, o kolik
metrl nize ¢i vyse za ubéhly den sestoupil ¢i vystoupil. Vas
program dostane seznam téchto tdaji (jedno celé ¢islo za
kazdy den) na vstupu a vasim tkolem je vypsat dvé ¢isla:

V jaké vysce se lord Byron na konci kazdého dne nachazel
nejcastéji? Je-li vice moznych odpovédi, vypiste libovolnou
z nich.

V jaké nejvétsi nadmotské vysce jeho lordstvo pfenocovalo?

Piedpoklddejte, ze putovani zac¢alo u motské hladiny (této
vysce pfifadime, jak je zvykem, nulu), a nikdy pod motskou
hladinu nesestoupilo.

Priklad vstupu: 103 20 -20 50 -82
Odpovidajici vystup: nejcastéji: 103, nejvysSe: 153

Vizeny pane de Morgane,

jsem vam velice vdécna, Ze jste si i na cestdach nasel cas
a sepsal mi obsdhly dopis plny uloh, jejichZ Tesenim se po-
sledni dva tydny tésim. Vézte prosim, Ze matematiku studuji
stejné pilné jako pod Vasim laskavym dozorem a Ze aZ na
den mych patndctych narozenin nebyla md pozornost odve-
dena od pocti nicim zdsadnim.

V priloze vam zasilam nekteré vysledky a uprimné dou-
fam, Ze v mich nejsou ony trapné numerické chyby, které
mne posledni dobou tak prondsledugi.

S netrpélivosti v srdci vyhlizim vds ndvrat,

Ada

23-1-2 Jedna geometricka 10 bodua

7 mnozstvi fiktivnich tloh od pana de Morgana vybirame
dvé takové, které dava smysl zpracovavat moderni vypocet-
ni technikou.

Méjme v kartézské soustavé soutadnic zadany body, je-
jichz soufadnice obecné nemusi byt celociselné. Ptame se
na nejmensi kruh, ktery je vSechny obsahuje — tedy kde je
jeho stied a jaky mé polomeér.

Priklad vstupu: [0;0] [0;1] [1;0] [2;2]
Odpovidajici vystup: S=[1;1], r=1.4142135

23-1-3 Jedna maticova 11 bodu

Na vstupu dostaneme matici, tj. dvojrozmérné pole celych
¢isel, kterda mé navic tu zvlastni vlastnost, Ze jsou c¢isla
v kazdém jejim Fadku a sloupci ostfe rostouci. Potfebovali
bychom rychle zjistit, zdali v ni neexistuje néjaké policko
v i-tém tadku a j-tém sloupci, které by mélo hodnotu pres-
né i+ j.

Pokud hledanych policek existuje vic, mizete vypsat libo-
volné z nich. Par bodikd navic si mizete vyslouzit, pokud
vymyslite, jak rychle spocitat, kolik takovych policek je.
Pii zvazovani Casové slozitosti nepocitejte dobu nacitani:
predstavujte si, ze uz mate matici v paméti. Zkuste zdu-
vodnit, pro¢ nelze dosdhnout rychlejsiho feseni.



Priklad vstupu:
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Odpovidajici vystup: 1. ¥adek, 3. sloupec
Priklad vstupu:
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Odpovidajici vystup: zddné takové poli&ko neni

10 bodu

23-1-4 Ale co trapné numerické chyby?

I% Ada vSak evidentné s matematikou pomoct nepotie-
buje: trapi ji trapné numerické chyby. Mohli byste ji

pomoci s tim? Tieba... s délenim?

Na vstupu dostanete dé€lence a délitele a vas program by
mél na vystup vypsat cely desetinny rozvoj podilu. Pokud
je rozvoj nekonecny, vyznacte nejkratsi moznou periodu.

Priklad vstupu: 1 2
Odpovidagict vystup: 0.5
Jinyg priklad: 1 3

Vystup: 0. (3)

Jesté jeden priklad: 143 56
Vystup: 2.553(571428)

Tato 1uloha je prakticka a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx: http://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp. Pokud jste
zatim zadnou praktickou tlohu nefesili, prectéte si struény
uvod: http://ksp.mff.cuni.cz/about/codex.html.

Vizeny pane Babbaget,

mrzi mne, Ze Vds zdrzuji od duleZité prdce, ale nase se-
tkani na zahradni slavnosti u pana Dickense mi nedd spdt.
Byla jsem Vdm predstavena pani Somervillovou jako Ada,
plngm jménem jsem Augusta Byronovd.

Je mi teprve sedmndct let, ale md matka mi zagistila
dobré matematické vzdéldni a Vase myslenka Diferencidlni-
ho stroje, ktery by zautomatizoval vypocty matematickych
a technickijch tabulek, mi prijde ichvatnd a podivné samo-
zrejmd.

V priloze Vam zasilam seznam dokumenti a knih, o kte-
rych od pani Somervillové vim, Ze je vlastnite, a o kterych
doufam, zZe byste mi je, samoziejmé za patricnou protisluz-
bu, mohl zapujcit.

Velice rada bych se s Vami téZ opét setkala osobné.

Zdravi

Augusta ,Ada“ Byronovd

23-1-5 Adina knihovna 10 bodu

Velka zasilka knih od pana Babbageho co nevidét pfijde,
Ada si proto musi udélat poradek v knihovné a uvolnit pro
ni zvlastni police. Trva ji to samoziejmé predlouho, kaz-
dé zarazeni publikace do spravné policky se neobejde bez
zbézného projiti az procteni jejiho obsahu.

Jakmile to Ada dodéla, napadne ji nasledujici logickd h¥ic-
ka, nad kterou stravi zbytek vecera:

Mé¢jme fadu N knih spravné sefazenou podle svého nazvu
(ktery m4 kazd4 kniha riizny). Nyni ji pfeskladame tak, aby
kazda knizka byla na pozici pravé o K vétsi nebo mensi,
nez byla po sefazeni. Pro jakd K v zavislosti na IV jde néco
takového udélat a kolika zpisoby?

(adresovdno Charlesi Babbageovi)
Drahy priteli,

v priloze vam zasilam finalni text prekladu Menabreaova
tertu spolecné s pozndmkami, na kterych jsme se dohodli.
Vénugjte prosim pozornost znéni popisu vypoctu Bernoulli-
ovych cisel, opét jsem do toho hrdbla, doufdm, Ze nyni uz
bez ujmy na matematické presnosti.

Mym détem se dari dobre, dékuji za optani. Byron uZ do-
rusta do veku, kdy se musim rozhodnout, zdali ho hodlam
obtézovat matematikou, nebo jeho vzdelani necham obvyk-
lejst humanitni tvar. Je to tézké rozhodovdni a budu potre-
bovat Vasi radu.

Rdda bych Vds tu v Ockhamu zase nékdy vidéla. S mou
finanéni podporou samozrejmé miZete naddle pocitat. Oba
vime, kde by penize, které bych Vam uprela, skoncily.

Vase Ada

23-1-6 Babbageova cesta 10 bodu

Z posledniho dopisu vidime, ze Babbage nemé penéz na-
zbyt. Samoziejmé se chce za pani Adou, hrabénkou z Lo-
velace, dostat v co nejkratsim case, ale ze vSech moznosti,
ze vSech tras, které mu dosaZeni tohoto nejkratsiho casu
nabizeji, potfebuje vybrat takovou, ktera je nejlevnéjsi.

Na vstupu dostaneme dopravni mapu Anglie zadanou jako
seznam spojeni (zelezni¢nich tras), které vedou mezi riizny-
mi mésty (vzdy obéma sméry). Pro jednoduchost pfedpo-
kladejme, Ze pouziti takového spojeni trva jednotkovy cas.
U kazdého spojeni je na vstupu také napsano prirozené cis-
lo, kolik pana Babbage jeho pouziti stoji. Také dostanete
napsano, ve kterém mésté Babbage zac¢ina a kde bydli Ada.

Na vystupu vypiSte posloupnost spojeni (neboli cestu), kte-
ré ze vSech cest z Babbageho stanovisté do Adina bydlisté,
které pouzivaji nejméné spojeni, stoji nejméné penéz, tj.
soucet ohodnoceni vSech spojeni na cesté je nejmensi. Po-
kud je takovych cest vic, vypiste libovolnou z nich.

Ada zemrela v 36 letech na rakovinu délohy. Nechala za
sebou tri déti, kiteré uz jsou samozrejme také ddvno mrtve,
a proni pocitacovy algoritmus, ktery by pry na Analytic-
kém stroji, Babaggeové vylepsené verzi stroje Diferencidlni-
ho, skutecne bezel a generoval Bernoulliho cisla.

Vedou se neplodné diskuse o tom, nakolik byl program je-
jim dilem a nakolik $lo o prdci Babbage, ktery toliko obdivo-
val jeji slohové schopnosti. Ada sice jeho snaZeni podporo-
vala znacénymi ¢dstkamsi, stejné nemalé penize ale prohyrila
v sdzkdch na koné. Ke svym détem pry meéla ambivalentni
vztah — Diferencidlni stroj vsak povazovala za ,pritele”.

Sterling s Gibsonem kolem jeji postavy sepsali steampun-
kovy roman Masina zdzraki. Po Adé se jmenuje relativné
pouZitelny programovaci jazyk. Ada je skvéld. Ada je krds-
nd. Ada je dévce véech matfyzdki bez dévcat.

23-1-7 Regularni vyrazy 14 bodua

V letosnim ro¢niku si budeme povidat o reguladrnich

vyrazech. Uz se vam jisté nékdy stalo, Ze jste potie-
bovali néjak zbésile pfejmenovat soubory, nahradit v textu
vsechny vyskyty jména Markéta za jméno Dominika nebo
jednoduse najit vSechna slova zacinajici velkym pismenem.
Dokud jsem nevédél o regularnich vyrazech, délal jsem ves-
kerou takovou praci ru¢né, coz neni od deseti stran nic p¥i-
jemného, nehledé na to, ze lidské oko casto néjaky vyskyt
opormene. . .

K nalezeni vSech padt jména Markéta v jednotném ¢isle by
tedy napfiklad slouzil vyraz Markét(alylélulo|ou).



Regularni vyraz umoznuje definovat mnozinu fetézcu, které
mu vyhovuji. Kdyz pak pomoci né€j vyhledavate, najdete
vsechny Tfetézce z té mnoziny.

Jak takovy regularni vyraz vypada? Je to Fetézec poskla-
dany z obycejnych a specidlnich znakt. Typickym obycej-
nym znakem je pismeno: vyrazu ab vyhovuje jen Fetezec ab.
Obycejny znak je obecné ,vSechno ostatni“, tedy vSechny
znaky, o kterych si nefekneme nic zvlastniho.

Prvni dilezita skupina specidlnich znakt, kterou si uvede-
me, jsou znaky, které urcuji, kolikrat se predchozi znak bude
opakovat:

* libovolny pocet (0...o00)

+ alespoti jednou (1. .. c0)

? jednou nebo viibec

{n} pravé n-krat, kdy n je pfirozené cislo

{a,b} a- az b-krat, pficemz musi platit, ze a < b < K,

kde K je ¢islo zavislé na systému, obvykle 256,
ale miize byt i vic. Pravd mez (b) muze byt
i vynechana. Pak je povazovana pravd mez za
nekonecnou, nebo se to chova, jako by tam bylo
K — 1: to také zalezi na systému.

Takze vyrazu abx vyhovuje fetézec, ktery zac¢ina a a nasle-
duje libovolné mnozstvi b; vyrazu a+b?c+ vyhovuje fetézec,
ktery zacina alespon jednim a, pak v ném mozné je b a konci
alespon jednim c. Vyraz d{3,5} je ekvivalentni s vyrazem
dddd?d?, nebot obéma vyhovuji pravé retézce obsahujici 3,
4, nebo 5 d.

Opakovat jen jeden konkrétni znak by vSak bylo hloupé.
Mizeme tedy néjaky kus vyrazu uzavorkovat do kulatych
zavorek a k nému celému se pak tenhle opakovaci operdtor
bude vztahovat: vyrazu (aa)* vyhovuje fetézec obsahuji-
ci sudy pocet a (ve stejném smyslu se dé pouzit a{2}).
Vyrazu b7 (ab)*a? vyhovuje Fetézec, ve kterém se a a b
pravidelné stfidaji. Vyrazu b? (a+b) *a* pak vyhovuje reté-
zec slozeny z a a b, ve kterém se nikde nevyskytuje dvojice
b vedle sebe.

Pomoci zavorek miizeme také dat vice variant za pouzi-
ti znaku | — vyrazu (bagr|kombajn) vyhovuje jak Fetézec
kombajn, tak fetézec bagr (a nic jiného). Pozor, pokud na-
pisete (alb){2}, budou vyrazu vyhovovat fetézce aa, bb,
ale i ab a ba. Opakovaci operatory musime brat jen jako
zkratku za nakopirovani toho, co opakuji, vedle sebe do vy-
razu.

Ukol 1 [2b]: Napiste jiny vyraz, kterému budou vyhovovat
presné stejné fetézce jako vyrazu b7 (a+b) *.

Ukol 2 [2b]: Uréete, které viechny fetézce vyhovuji vyrazu
((ab?)+| (ba?)+) *, a pripadné naleznéte kratsi ekvivalent-
ni vyraz.

Dalsi trik, ktery si v tomto dile ukdzeme, jsou hranaté za-
vorky. Do nich uvedeme mnozinu znakt, které se na tomto
misté mohou objevit. Tedy vyrazu [aZ!]* vyhovuji fetézce
jakékoli délky, které jsou slozené pouze ze znakt a, Z a !.
Do zévorek je mozno uvést i rozsah: Vyrazu [a-z] vyhovu-
je jakékoli malé pismeno. Také je dovnitf mozno uvést tridu
znaki: tieba [[:digit:]] jsou vSechny éislice — standardni
je nasledujici dvanéctice:

alnum pismeno nebo dislice

alpha  pismeno

blank  prazdny znak (obvykle mezera nebo tabulator)

cntrl  Fidici znak (znaky s ASCII kédem mensim nez
32 a jesté par dalsich)

digit  ¢islice (0-9)

graph tisknutelny znak kromé mezery (pismena, ¢isla,
interpunkee, .. .)

lower malé pismeno

print  tisknutelny znak véetné mezery

punct  tisknutelny znak mimo pismena, ¢isla a mezeru

space  bily znak (mezera, novy fadek, tabulator, ...)

upper  velké pismeno

xdigit hexadecimalni éislice ([0-9a-fA-F])

T¥idy znakid je mozno kombinovat:

Vyrazu [[:digit:][:lower:]XYZ.] vyhovuji vSechny Cis-
lice, mala pismena, X, Y, Z a tecka. Tridu muZzeme také
znegovat, uvedeme-li pred vycet znaku stfisku ~: vyrazu
[“abc] vyhovuji vSsechny znaky kromé a, b, c.

Takovou perlickou je pak vyraz, kterému vyhovuji znaky 1,
~ a -. Pomlcka totiz musi byt na zacatku nebo na konci,
jinak signalizuje vycet; striska nesmi byt na zacatku, jinak
signalizuje negaci, a ] musi byt na zacatku, jinak signalizuje
konec zavorky: [1°-] je spravné feSeni problému.

Mize se hodit jesté jedna zkratka: tecka . symbolizuje ja-
kykoli znak. Oblibeny vyraz .* pak symbolizuje libovolng
Tetézec.

Ukol 3 [4b]: Napiste vyraz, kterému budou vyhovovat prave
desitkové zapisy €isel délitelnych osmi (takze 0, 8, 256, 344
vyhovuji, ale 42 ani 37 ne).

Ukol 4 [2b]: Uréete, které fetézce vyhovuji vyrazu
(00)*[01] (11)*.

Ukol 5 [4b]: Tomuto vyrazu mély piivodné vyhovovat viech-
ny fetézce, které maji sudy pocet nul i sudy pocet jednicek
(a neobsahuji jiné znaky). Naleznéte protiptiklad a zkuste
vyraz opravit tak, aby délal to, co ma:
(00111)*(0(11]00)*1(11100)*) {2}

Tip: Existuji dva typy protipiikladd na regularni vyrazy:
false positive je fetézec, ktery vyhovuje, i kdyz by nemél;
false negative je fetézec, ktery nevyhovuje, ale mél by. Dru-

zvlasté v rozsahlejsich vyrazech.

Pokud chcete pouzit jakykoli specidlni znak v jeho oby-
¢ejném vyznamu, prediadte pfed néj \ — vyrazu \.\*\\
vyhovuje tecka nasledovana hvézdickou a pak zpétnym lo-
mitkem.

Jesté by se hodila poznédmka, Ze tohle vSechno zde vylozené
jsou POSIX extended reqular expressions, neboli rozsifené
regularni vyrazy. Existuje totiz mnoho dalsich dialektt re-
gularnich vyrazti, néco vic si o nich povime piisteé.

Mnoho programii vyhledadva v textu po fadkach, typicky
grep vypisuje vSechny fadky, na nichz nasel vyhovujici fe-
tézec. Existuji tedy specidlni znaky pro prispendlent fe-
tézce na zacatek () nebo konec ($) rfadku, takze vyrazu
~...$ vyhovuji pravé triznakové radky a vyrazu ~a vyho-
vuji vSechna a na zacatku fadku. Tyto znaky mohou byt
pouzity jen na uplném zacCatku, resp. konci vyrazu, kde-
koli jinde jsou pouzity chybné. Takze vyraz (al~b$lc) je
chybny. ..

Nakonec, kde se vlastné s regexy (coz je zkratka z regular
expressions) setkdme? S jejich pomoci vyhledévaji slavné
editory Vim i Emacs, na Windowsech tfeba PSPad. Den-
nim chlebem jsou pro programaéatora v Perlu a taktéz pro-
gram grep a dalsi vyuzivaji regexy ke svoji bézné ¢innosti.
Konkrétné pak egrep pouziva presné ten forméat regex,
kterym jsme se tu zabyvali.



Regexy mizete pouzivat i v drtivé vétsiné programovacich
jazyku od C pres C# az k Perlu a Pythonu — nékde jsou
pfimo soucasti jazyka, jindy k dispozici jako knihovna. ..

Zbrusu nové znacéeni

»Jedna uloha jak druhd. .. Achjo, to abych si hodil kostkou,
co zkusim vyresit.“

Koukas na zadani a samou radosti nevis, co zacit resit?

......

nemas tuseni, co lze fesit snadno a u ¢eho by ses pravdé-
podobné zasekl(a)? Potom se Ti budou hodit nésledujici

znacky u tloh:
@ Takto oznacenou tulohu povazujeme za feSitelnou i pro
zacatecniky, zkuseni fesitelé ji jisté daji levou zadni. By-
vé za ni vSak oproti ostatnim tlohdm o bod méné.
f Aby si i pokrodili pfisli na své, zafazujeme do zadéni
nékdy tézkou tlohu, kterd se muze stat leckomu nocéni
mirou. Odvazlivci, kdoz ji chtéji pokofit, musi byt pfipra-
veni na zékeiné vypady, nesmi se moc rychle vrhnout do

utoku, ale v klidu promyslet strategii, a hlavné by méli mit
dostatek poradného vybaveni. Odménou za vitézstvi bude

poklad v podobé bodt navic.

% Této tloze rikame praktickd, jelikoz neni potfeba po-
psat algoritmus, jen ho naprogramovat a odevzdat ptes

internet. Blizsi informace naleznete pfimo v jejim zadani.

V kazdém roc¢niku KSP rozebirame na pokracovani né-
jaké zajimavé informatické téma do hloubky. Posledni
tloha série je vétsinou pokracovanim takového seridlu —
obsahuje kromé samotného zadani jesté text, ve kterém se
muzete dozvédét o tématu néco nového. Jelikoz dily seridlu
na sebe navazuji, vyplati se mit nastudované i predchozi

série.

@, Protoze chapeme, Ze k ,juvafeni“ vagich feseni jsou Cas-
to potfeba znalosti zdkladnich algoritmi a datovych

struktur, obvykle také prikladame do kazdé série tzv. ku-

charku, ze které se miizete takové véci naucit. Casto je také

v zadani tloha, jiz Ize Tesit algoritmem z kuchaiky. A pozor:

dalsi kuchatky najdete na nasich strankach.

Kralové KSP

Rozhodli jsme se, ze kazdy rok pasujeme resitele na prvnich
tfech mistech zavérecéné vysledkové listiny na Kréale KSP.
Tento cCestny Ufad se vyznacuje zvécnénim na strankach
seminare, ikonkou na féru a dalsimi vyhodami, zvlasté pak
témi béhem podzimniho soustfedéni:

e Kralové budou slavnostné predstaveni na zacatku soustie-
déni.

e Prvni kral ziskd pravo vybrat si libovolnou, i cizojazycnou
knihu (sehnatelnou za rozumnou cenu). Tato mu bude slav-
nostné predana pfi vyhlasovani vysledkt na zavér soustrie-
déni.

® Dalsi dva kralové maji pravo podobné, avsak s omezenim
na knihy ceské.

® Drobné bonusy v podobé obcasnych mouc¢niktu pred nékte-
rymi jidly.

® Oslovovani organizatory ,,Vase velicenstvo.*

¢ Cestnou povinnost uvadét prednasky.

Navic je pozveme k nam na Matfyz na svatek Tti krali. Za
to pfeci stoji bojovat, ne?

Recepty z programatorské kucharky

V dne$nim vydani znamého bestselleru budeme péci grafy
souvislé i nesouvislé, orientované i neorientované. Rekne-
me si o zédkladnim prochéazeni grafem, komponentach sou-
vislosti, topologickém uspotradani a dalSich grafovych algo-
ritmech. Abychom ale mohli za¢it, musime si nejprve fici,
s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je uréen mnozinou vrcholi V' a mnozi-
nou hran F, coz jsou neusporadané dvojice vrcholt. Hrana
e = {x,y} spojuje vrcholy x a y. Vétsinou pozadujeme, aby
hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym hra-
nam fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice
ne7 jedna hrana (pokud toto neplati, mluvime o multigra-
fech). Obvykle také predpokladdme, Ze vrchold je koneéné
mnoho. Neorientovany graf vét§inou zobrazujeme jako body
pospojované Carami.

1 3 4
\’ 1 4

Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z gra-
fu G vynechanim nékterych (a nebo zZadnych) hran a vr-
choli.

Casto nés zajima, zda se da z vrcholu x dojit po hranach
do vrcholu y. Ovsem slovo ,dojit“ by mohlo byt trochu
zavadéjici, proto si zavedeme par pojmi:

® sled budeme tikat takové posloupnosti vrcholti a hran
tvaru vy, e, va, €2, ..., €n_1,Un, 2€ €; = {V;,V;y1} Pro
kazdé i. Sled je tedy néjaka prochazka po grafu. Délku
sledu mérime poctem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e;
pro i # j.

e cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; #
v; pro ¢ # j. Vsimnéte si, Ze se nemohou opakovat ani
hrany.

Lehce nahlédneme, Ze pokud existuje sled z vrcholu z do y
(v = z, v, = y), pak také existuje cesta z vrcholu x
do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou, totiz obsa-
huje néjaky vrchol u dvakrat. Existuje tedy ¢ < j takové,
7ze u = v; = v;. Pak ale mizeme z naSeho sledu vypus-
tit posloupnost e;, v;y1,...,€;_1,v; a dostaneme také sled
spojujici v1 a vy, ktery je urcité kratsi nez ptivodni sled.
Tak muZeme po koneéném poctu tprav dospét az ke sledu,
ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat, tedy k cesté.

Kruznici neboli cyklem nazyvame cestu délky alespon 3,
ve které oproti definici cesty plati v; = v,,. Nékdy se na ces-
ty, tahy a kruznice v grafu také divime jako na podgrafy,
které ziskame tak, ze z grafu vypustime vsSechny ostatni
vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do
vrcholu b a z vrcholu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta
z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva z faktu, zZe existuje sled
z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery miizeme dostat naptiklad
tak, Ze spojime za sebe cesty z a do baz b do c. A jak jsme si
ukézali, kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.



V mnoha grafech (napftiklad v téch na predchozim obrazku)
je kazdy vrchol dosazitelny cestou z kazdého. Takovym gra-
fim budeme fikat souvislé. Pokud je graf nesouvisly, muze-
me ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi ktery-
mi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame
komponentami souvislosti.

Ted se podivejme na par pojmu z piirody: Strom je souvisly
graf, ktery neobsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého
vede pouze jedna hrana. Ukazeme, Ze kazdy strom s alespon
dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Proc¢ to? Staci si najit
nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovol-
nou z nich). Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutné
listy: kdyby z nékterého z nich vedla hrana, musela by vést
do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by ve stromu
byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli
prodlouzit, takze by ptuvodni cesta nebyla nejdelsi.

Graftim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda
komponenta souvislosti takového grafu je strom.
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Les, jak ho vidi matematici

Nékdy se hodi jeden z vrcholt stromu prohlésit za koren,
¢imz jsme si v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni
— je to zvlastni, ale matematici obvykle kresli stromy koie-
nem vzhiru) a doli (od kofene). Souseda vrcholu smérem
nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem dolt
jeho syny.

Kostra souvislého grafu rikdme kazdému jeho podgrafu,
ktery je stromem a spojuje vSechny vrcholy grafu. Mize-
me ji napriklad ziskat tak, Ze dokud jsou v grafu kruZnice,
odebirdme hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvis-
1é grafy nazveme kostrou les tvofeny kostrami jednotlivych
komponent. Na prvnim obrazku je jedna z koster levého
grafu znazornéna silnymi hranami.

Cviceni: Zkuste si dokazat, Ze stromy jsou pravé grafy, které
jsou souvislé a maji o jedna méné hran nez vrcholi.

Orientované grafy

Casto potiebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné.
Takovému grafu fikdme orientovany graf. Hrany jsou ny-
ni uspotddané dvojice vrcholi (z,y) a fikdme, Ze hrana
vede z vrcholu x do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y,x) jsou
tedy dveé rtzné hrany. Orientovany graf vétSinou zobrazuje-
me jako body spojené Sipkami. Vétsina pojmi, které jsme
definovali pro neorientované grafy, dava smysl i pro grafy
orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.
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Silné a slabé souvisly orientovany graf

Se souvislosti orientovanych grafi je to trochu slozitéjsi.
Rozlisujeme slabou a silnou souvislost: slabé souvisly je graf
tehdy, pokud se z néj zapomenutim orientace hran stane
souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazveme
tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x, y oriento-
vana cesta v obou smérech. Pokud je graf silné souvisly,
je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas obrazek, opacné to
platit nemusi.

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je ta-
kovy podgraf G’, ktery je silné souvisly a neni podgrafem
zaddného vétsiho silné souvislého podgrafu grafu G. Kom-
ponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zadné dvé nemohou lezet na spole¢ném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobit“, je ohodnotit jeho
hrany ¢isly. Naptiklad v grafu silni¢ni sité (vrcholy jsou
mésta, hrany silnice mezi nimi) je zcela pfirozené ohod-
notit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym
za prujezd silnici. Prifazenym ¢isliim se proto Casto rika dél-
ky hran nebo jejich ceny. Pojmy, které jsme si pred chvili
nadefinovali pro obycejné grafy, mizeme opét snadno roz-
sifit pro grafy ohodnocené — napi. délku sledu budeme na-
misto po¢tu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodno-
ceni. Neohodnoceny graf pak odpovida grafu, v némz maji
vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné muzeme pfifazovat ohodnoceni i vrcholtim, ale
radéji si vSechny operace s ohodnocenymi grafy nechame
na nékteré z dalsich dila kucharky. I tak budeme mit prace
dost a dost.

Reprezentace grafu

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nerekli, jak
graf reprezentovat v paméti pocitace. To muzeme udélat
napriklad tak, ze vrcholy oc¢islujeme prirozenymi ¢isly od 1
do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany, popiseme
jednim z nasledujicich tii zptsobi:

® matice sousednosti — to je pole A velikosti

51— 10 © 123456789
N x N. Na porzici Ali, j] ulozime hodno- 1 011000011
tu 0 nebo 1 podle toho, zda z vrcholu i 2 100110001
. 3 100100000

do vrcholu j vede hrana (1) nebo nevede 4 011010000
(0). S matici sousednosti se zachézi velmi 5 010101000
q 1 . hodu. Fe ie vid 6 000010110
snadno, ale mé tu nevyhodu, Ze je vzdy 7 000001011
kvadraticky velkd bez ohledu na to, ko- 8 100001100
9 110000100

lik je hran. Vyhodou naopak je, ze misto
jednicek mizeme ukladat néjaké dalsi informace o hra-
néch, tfeba jejich délky. Vpravo od tohoto odstavce
najdete matici sousednosti grafu z prvniho obrazku.

seznam sousedt je obvykle tvofen dvéma poli: polem
sousedti S[1... M] obsahujicim postupné éisla vSech vr-
cholti, do kterych vede hrana z vrcholu 1, pak z vrcho-
lu 2 atd., a polem zac¢atkd Z[1... N], v némz se pro kaz-
dy vrchol dozvime zac¢atek odpovidajiciho tseku v poli
S. Pokud navic do Z[N +1] uloZzime M +1, bude platit,
ze sousedé vrcholu 4 jsou ulozeni v S[Z[i]],...,S[Z]i +
1]—1]. Tato reprezentace ma tu vyhodu, Ze zabird pou-
ze prostor O(N + M) a sousedy kazdého vrcholu méme
pékné pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1.
obrazku:
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Reprezentace grafu seznamem sousedi

® pulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, po-
kud potfebujeme béhem vypoctu graf slozité upravo-
vat. Je univerzalni, ale dost pracna na naprogramovéa-
ni. Spociva v tom, Ze si kazdou hranu uloZime jako dvé
ptlhrany (zac¢dtek a konec hrany), kazdy vrchol bude



obsahovat spojové seznamy prichézejicich a odchézeji-
cich ptalhran a kazda ptilhrana bude ukazovat na svou
druhou polovici a na vrchol, ze kterého vychazi.

V nasledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy
sousedi, poli S budeme fikat Sousedi, poli Z Zacatky a na-
deklarujeme si je takto:

var N, M: Integer; { polet vrchold a hran }
Zacatky: array[1l..MaxN+1] of Integer;
Sousedi: array[1l..MaxM] of Integer;

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech zacneme dvéma za-
kladnimi zptisoby prochazeni grafem. K tomu budeme po-
tfebovat dvé podobné jednoduché datové struktury: Fronta
je kone¢na posloupnost prvki, kterd ma oznaceny zacatek
a konec. Kdyz do ni pridavame novy prvek, pfidame ho na
konec posloupnosti. Kdyz z ni prvek odebirame, odebere-
me ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky nazyva
first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také koneéna
posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale zatimco prv-
ky pfiddvame také na konec, odebirdme je z téhoz konce.
Anglicky nazev je (prekvapive) last in, first out, ¢ili LIFO.

7 PROMLEDAVAIN

Do

HLouBkY

Algoritmus prohledavani grafu do hloubky:

1. Na zacatku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w.
Dale si u kazdého vrcholu v pamatujeme znacku z,,
ktera rika, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol
je oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho wu.

. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u,
priddme do zasobniku a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazi-
telné z vrcholu w, tedy v pripadé neorientovaného grafu ce-
14 komponenta souvislosti obsahujici w. To mtzeme snadno
dokazat sporem: Pfedpokladame, Ze existuje vrchol z, ktery
neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je tako-
vych vrcholi vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznacme
si y pfedchiidce vrcholu x na nejkratsi cesté z w; y je urcité
oznaceny (jinak by x nebyl nejbliz$i neoznaceny). Vrchol y
se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme
ho také museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3 oznacit
vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSem spor.

To, 7Ze algoritmus nékdy skonéi, nahlédneme snadno: v kro-
ku 3 na zasobnik pfidavdme pouze vrcholy, které dosud
nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se kazdy vr-
chol muze na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz

ve 2. kroku pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku,
mus{ vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse N opakovanich
cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu
nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost
celého algoritmu je tedy linearni v poc¢tu vrcholi N a po-
¢tu hran M, ¢éili O(N + M). Pamétova slozitost je stejnd,
protoze si tak jako tak musime hrany a vrcholy pamatovat
a zésobnik neni v&tsi nez pamét na vrcholy.

Prohledévani do hloubky implementujeme nejsnaze rekur-
zivni funkei. Jako zasobnik v tom pfipadé pouzivame piimo
zasobnik programu, kde si program uklada navratové adre-
sy funkci. MuzZe to vypadat tfeba nasledovné:

var Oznacen: array[l..MaxN] of Boolean;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if not Oznacen[Sousedil[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je
pak uz jednoduché. Projdeme postupné vSechny vrcholy
grafu a pokud nejsou v zadné z dosud oznacenych kompo-
nent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohledame do hloubky. Vrcholy znac¢ime pfimo ¢is-
lem komponenty, do které patii. Protoze prohledavame do
hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitosti
O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholtl a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N + M). Nic nového
si uklddat nemusime, a proto je pamétova slozitost stale
O(N + M).

var Komponenta: array[l..MaxN] of Integer;
NovaKomponenta: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Komponental[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if Komponental[Sousedi[I]] -1 then
Projdi(Sousedil[I]);

end;

var I: Integer;

begin
for I := 1 to N do Komponental[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I :=1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc(NovaKomponenta) ;
end;
end.

Prabéh prohledavani grafu do hloubky miZeme znazornit
stromem (¥ik4 se mu DFS strom (podle anglického ndzvu
Depth-First Search pro prohledévani do hloubky)). Z po-
¢atecéniho vrcholu w uéinime kofen. Pak budeme graf pro-
chézet do hloubky a vrcholy zakreslovat jako syny vrchold,
ze kterych jsme prisli. Syny kazdého vrcholu si usporadame



v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto poradi bude-
me tikat zleva doprava a také ho tak budeme kreslit. Hra-
nam mezi otci a syny budeme rikat stromové hrany. Protoze
jsme do zadného vrcholu nesli dvakrat, budou opravdu tvo-
fit strom. Hrany, které vedou do jiz navstivenych vrcholt
na cesté, kterou jsme ptisli z kofene, nazveme zpétné hrany.
Dopredné hrany vedou naopak z vrcholu blize kofeni do uz
oznaceného vrcholu déle od korene. A koneéné pricné hrany
vedou mezi dvéma raznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pfi prohledavani neorientovaného grafu ob-
jevime kazdou hranu dvakrat: budto poprvé jako stromovou
a podruhé jako zpétnou, a nebo jednou jako zpétnou a po-
druhé jako dopfednou. Pfi¢né hrany se objevit nemohou —
pokud by pfi¢na hrana vedla doprava, vedla by do dosud
neoznaceného vrcholu, takze by se prohledavani vydalo tou-
to hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemiize: predstavme si stav prohledavani v okamziku,
kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase
hrana musela byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té uz vime,
Ze neexistuje.

Prohledavani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni
kostry neorientovaného grafu, coz je strom, ktery jsme pro-
sli. Rovnou pfi tom také zjistime, zda graf neobsahuje cyk-
lus: to pozname tak, Ze nalezneme zpétnou hranu rtiznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu piisli.

vvvvvv

mové a dopfedné hrany jsou orientované vzdy ve stromé
shora dolti, zpétné zdola nahoru a pfiéné hrany mohou exis-
tovat, ovSem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze do pod-
stromtl, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

—» stromova
zZpétna

dopiedna

rrrrrrrrrrrrrr » pricna

Strom prohledavani do hloubky a typy hran

Prohledavani do $ifky

Prohledévani do sitky je zalozené na podobné myslence jako
prohleddvani do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva
frontu:

1. Na zac¢atku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to
zadany vrchol w. Déle si u kazdého vrcholu x pamatu-
jeme ¢islo H|[z]. VSechny vrcholy budou mit na zac¢atku
Hiz] = —1, jen H[w] = 0.

. Odebereme vrchol z fronty, oznac¢me ho wu.

. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho
Hv] = —1, pfidame do fronty a nastavime jeho H|[v]
na Hlu] + 1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali
pravé do téch vrcholt, do kterych vede cesta z w (a ozna-
¢ili jsme je nezapornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému vrcholu
prifazeno nezaporné ¢islo maximélné jednou. To vSe se do-
kazuje podobné, jako jsme dokézali spravnost prohledavani
do hloubky.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvori ve fronté jeden souvisly ce-
lek, protoze nejprve odebereme z fronty vSechny vrcholy
s Cislem n, nez zacneme odebirat vrcholy s ¢islem n + 1.
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Navic plati, ze H[v] udavd délku nejkratsi cesty z vrcholu
w do v. Ze neexistuje kratsi cesta, dokadZeme sporem: Pokud
existuje néjaky vrchol v, pro ktery H[v] neodpovida délce
nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzdélenosti D[v], vybereme si
z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme nej-
kratsi cestu z w do v a jeji predposledni vrchol z. Vrchol z je
blizsi nez v, takZe pro n&j uz musi byt D|[z] = H[z]. OvSem
kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit i
jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme
mu museli ptidélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], a to je spor.

Prohledéavani do sitky méa ¢asovou slozitost taktéz linearni
s poc¢tem hran a vrcholi. Na kazdou hranu se také ptame
dvakrat. Fronta ma linearni velikost k poc¢tu vrcholi, tak-
7e jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili a i
pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementu-
jeme nejsnaze cyklem, ktery bude pracovat s vrcholy v poli
predstavujicim frontu.

var Fronta, H: array[l..MaxN] of Integer;
I, V, Prvni, Posledni: Integer;
PocatecniVrchol: Integer;

begin
for I :=1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;
Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;
H[PocatecniVrchol] := 0;
repeat
V := Fronta[Prvnil;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if H[Sousedi[I]] < O then begin
H[Sousedil[I]] := H[V]+1;
Inc(Posledni);
Fronta[Posledni] := SousedilI];
end;

Inc(Prvni);
until Prvni > Posledni; { Fronta je prazdna }

end.

Prohledéavani do sirky lze také pouzit na hledani komponent
souvislosti a hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame
orientovany graf G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy
¢isly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly z vrcholu s vét-
$im ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro kazdou
hranu e = (v;,v;) bylo ¢ > j. Pfedstavme si to jako srov-
néani vrcholu grafu na primku tak, aby ,Sipky“ vedly pouze
zprava doleva.

Nejprve si ukdzeme, Ze pro zadny orientovany graf, ktery
obsahuje cyklus, nelze takovéto topologické potradi vytvorit.
Oznacme vrcholy cyklu vy, ...,v,, takze hrana vede z vr-
cholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v; do v,. Pak vrchol vs

VVVVV .., Up NEZ

nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického
usporadani zabranit. Libovolny acyklicky graf 1ze usporadat
nasledujicim algoritmem:

1. Na za¢atku méame orientovany graf G a nastavime pro-
meénnou p na 1.



2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadna hra-
na (budeme mu ¥ikat stok). Pokud v grafu zadny stok
neni, vypocet konci, protoze jsme nasli cyklus.

3. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do
néj vedou.

4. Pritadime vrcholu v ¢islo p.

5. Proménnou p zvysime o 1.

6. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon
jeden vrchol.

Pro¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme
stok, miizeme mu urcité priradit ¢islo mensi nez vsem ostat-
nim vrcholtim, protoze pfekazet by nam v tom mohly pou-
ze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok
ocCislujeme, muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islo-
vanim ostatnich vrcholt. Tento postup musi nékdy skoncit,
jelikoZ v grafu je pouze konecné mnoho vrcholi.

Zbyvé si uvédomit, ze v neprazdném grafu, ktery neobsahu-
je cyklus, vzdy existuje alesponl jeden stok: Vezméme libo-
volny vrchol v1. Pokud z néj vede néjaka hrana, pokrac¢ujme
po ni do néjakého vrcholu vy, z néj do v3 atd. Co se pii tom
muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadna
hrana. Vyhrali jsme, mame stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by
ale znamenalo, ze graf obsahuje cyklus, coz, jak vime,
neni pravda.

® Budeme objevovat stile a nové a nové vrcholy. V ko-
necném grafu nemozno.

Algoritmus muZeme navic snadno upravit tak, aby netratil
prilis ¢asu hledanim vrchold, z nichz nic nevede — staci si
takové vrcholy pamatovat ve fronté a kdykoliv néjaky tako-
vy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néjakému
jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla,
a pokud ano, pfidat takovy vrchol na konec fronty. Celé
topologické ti¥idéni pak zvlddneme v ¢ase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vsimnout si,
ze poradi, ve kterém jsme se z vrcholu vraceli, je pravé to-
pologické poradi. Pokud zrovna opoustime néjaky vrchol
a Cislujeme ho dalsim ¢islem v poradi, rozmysleme si, ja-
ké druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo dopredna
hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz prifadili nizsi ¢islo,
zpétnd existovat nemize (v grafu by byl cyklus) a pFi¢né
hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz ocislo-
vanych vrcholti. Casova slozitost je opét O(N + M).

var Ocislovani: array[1..MaxN] of Integer;
Posledni: Integer;
I: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznaime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
Inc(Posledni);
Ocislovani[V] := Posledni;
end;

begin

for I :=1 to N do
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Ocislovanil[I] := -1;
Posledni := 0;
for I := 1 to N do
if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.
Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvis-
losti. Rikame, ze neorientovany graf je hranové 2-souvisly,
kdyz plati, Ze:

® m3 alespon 3 vrcholy,

® je souvisly,

¢ ziistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zpisobilo zvysSeni poc¢tu kompo-
nent souvislosti grafu, nazyvame most.

Na hledani mosth nam poslouzi opét upravené prohleda-
vani do hloubky a DFS strom. VSimnéme si, Ze mostem
muze byt jediné stromova hrana — kazda jind hrana totiz
lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne
na ¢ast obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,visici“
pod touto hranou. Jediné, co tomu muiize zabranit, je exis-
tence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti,
coz musi byt zpétna hrana, navic takova, ktera neni jenom
stromovou hranou vidénou z druhé strany. Takovym hra-
nam budeme fikat ryzi zpétne hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitdme hladinu, ve které se
nachézi (kofen je na hladiné 0, jeho synové na hladiné 1,
jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy vrchol v spo¢itdme,
do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim dislem) vedou ryzi
zpétné hrany z podstromu s kofenem v. To mtizeme udélat
pfimo pfi prochézeni do hloubky, protoze nez se vratime
z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud vSechny zpétné
hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které
je v, pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vznik-
nou dvé komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je mostem.
V opacéném pifipad€ jsme nalezli kruznici, na niz tato hrana
lezi, takze to most byt nemuze. Vyjimku tvoii kofen, ktery
zadného otce neméa a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochazeni do hloub-
ky a m4 i stejnou ¢asovou a pamétovou slozitost O(N + M).
Zde jsou dulezité casti programu:
var Hladina, Spojeno: array[l..MaxN] of Integer;
DvojSouvisle: Boolean;
I: Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I, W: Integer;

begin
Hladina[V] := NovaHladina;
Spojeno[V] := Hladinal[V];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
begin
W := SousedilI];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then

Spojeno[V] := Spojeno[W];
if Spojeno[W] > Hladina[V] then
DvojSouvisle := False; { mame most }

end
else { zp&tna nebo dopfednad hrana }



if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := Hladinal[W];
end;
end;

begin

for I := 1 to N do
Hladina[I]

DvojSouvisle := True;

Projdi(1, 0);

I
|
—
.

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vr-
cholové 2-souvisly, prave kdyz:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,

® zilistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se
pocet komponent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je vel-
mi podobny algoritmu na zjistovani hranové 2-souvislosti.
Jen si musime uvédomit, ze odebirame cely vrchol. Ze stro-
mu prochazeni do hloubky mtize odebranim vrcholu vznik-
nout az nékolik podstromii, které vSechny musi byt spojeny
zpétnou hranou s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hra-
ny z podstromu urceného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen nam vychazi, ze mize mit pouze jedno-
ho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé
nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se od hledéni
hranové 2-souvislosti lisi jedinou zménou ostré nerovnosti
na neostrou, sami zkuste najit, které nerovnosti.

Dnesni menu Vam servirovali
Martin Mare§, David Matousek a Petr Skoda

Casto kladené dotazy

» U FElektrona Svatyho, co myslel timhle?“
A ¢asovou slozitost md kde?“
»Pro¢ by tohle mélo fungovat?“

Takové a mnohé dalsi dotazy si my, organizatori KSP, kla-
deme pfi opravovani doslych feSeni. Bohuzel, nékdy na né
odpovédi nenajdeme, a proto ze zvédavosti strhneme néko-
lik bodt. Sice se mnozi fesitelé casem naudi, co délat maji
a co ne, aby ziskali co nejvice bodt, ale chvili to trva a
nékteré pfi tom ztratime.

Pro ulehceni novackiim jsme tedy pfipravili tento navod.
Pfedstavme si modelovou tilozku. Ukolem je spoéitat nej-
vétsiho spoleéného délitele dvou éisel (predstirejte na chvili,
Ze jste to jesté nikdy nefesili). Na ni si ukdZzeme postup, jak
dojit ke spravnému feSeni, a také par tipu, co nedélat.

Napred je, samoziejmé, potieba feSeni vymyslet. Prvni, co
nas pravdépodobné napadne, je zkusit vydélit obé ¢isla tim
mensim z nich. Pokud po déleni je né€jaky nenulovy zby-
tek, pak to neni nejvétsi spolecny délitel a my zkusime ¢islo
o 1 mensi. A tak dale, dokud nepotkdme takové, které beze
zbytku déli obé. To je samoziejmé spolecny délitel a je prv-
ni, kterého jsme potkali, takze je nejvétsi. Takovy postup
ma mnohé vyhody — je jednoduchy, zcela ocividné vrati
spravny vysledek, a navic mame jistotu, ze nékdy skonci
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(zastavime se urdité nejpozdéji u jednicky). Ale jde to i
rychleji (co znamend ,rychleji“, to si povime za chvili).

Zapomeneme na rozklad na prvocisla, ktery je na prvni po-
hled prilis komplikovany, nez aby mél Sanci na tispéch. Vez-
meme dvé zadand ¢éisla. Pokud se rovnaji, pak jsou (obg)
nejvétsim spolecnym délitelem. Pokud ne, to vétsi z nich
zmenSime o to mensi a pokracujeme stejné. Navic pokud
bude jedno ¢islo obrovské a druhé malické, budeme to ma-
lické odecitat opakované, az ziskame ... zbytek po déleni
vétstho mensim. To by mohlo vypocet jesté zrychlit.

Dobré, postup mame. Co ted? Nyni je vhodné napsat vlast-
ni program v néjakém jazyce. My organizatofi ho sice ne-
pozadujeme ,povinné“, ale pomuze odhalit nedostatky (¢i
nedomyslené ,zrady“) v algoritmu. Naptiklad na nagem pii-
kladé bychom zjistili, ze zatimco odecitaci metoda funguje,
metoda zbytkova se bude pokouset délit nulou (alespon tak,
jak jsme ji popsali). V néjakou chvili jiz bude v mensim ¢isle
ulozeny vysledek. Pti od¢itani dojdeme postupné ke stejné-
mu ¢islu — ale pii déleni ziskame zbytek 0 jedinou operaci.
V takovou chvili je tfeba skonc¢it. Navic ndm program po-
mize pochopit méné jasné ¢asti popisu.

Program by vypadal tfeba takto (zapiSeme ho v Pascalu):

var x, y: integer;
begin
read(x, y);
while (x<>0) and (y<>0) do

if x>y then x := x mod y
else y := y mod x;
writeln(x+y);

end.

(v8imnéte si malého triku: kdyZ je na konci jedno z ¢isel x,
y nulové, tak x+y je rovno tomu nenulovému).

Nakonec je tfeba vytvorit text feSeni. Co by mél obsaho-
vat? Urcité popis algoritmu, a to takovy, aby kdokoliv, kdo
umi jen trochu programovat, podle ného byl program schop-
ny napsat. Musi z ného jit pochopit, co se déje. P¥i tomto
popisu lze pouzit néjaky jiz existujici algoritmus jako sta-
vebni kdmen, napiiklad se odkazat na néjakou knizku nebo
Programatorské kuchaiky z webu KSP¢ka. Pokud tento po-
pis bude nejasny nebo nejednoznacny, pokusime se néjakou
myslenku vykoukat z pfilozeného programu, avsSak uz za
nedostateény popis nejspis par boda ztratite.

Dalsi ¢asti by mélo byt néjaké zdivodnéni, pro¢ vlastné
program pocita to, co se po ném chce. Urcité ndm jesté
nevérite, Ze popsand magie se zbytky funguje. My mno-
hym tvrzenim, kterd ndm dojdou, také ne (nékterému az
tak moc, Ze si ddme préaci ho vyvratit). Co by bylo du-
kazem v tomto pfipadé? Tfeba nésledujici textik (zapsany
opravdu dukladné, jako formalni dikaz, obvykle vSak staci
my$lenka):

Tvrdime, ze v kazdém kroku algoritmu nahradime vétsi
z Cisel x,y néjakym jinym, ale zachovame piitom vSechny
spolec¢né délitele dvojice x,y, tim padem samoziejmé i nej-
vétsiho spolecného délitele. A jakmile se algoritmus zastavi
(coz zajisté ucini), drzime v ruce dvé ¢isla, z nichZ jedno je
nula (a ta je beze zbytku délitelnd ¢imkoliv), a tedy nejvétsi
c¢islo, které déli obé, je to druhé, nenulové.

Zbyva tedy dokazat, ze jeden krok algoritmu zachovava
vSechny spolecné délitele. Méjme néjakého spolecného déli-
tele d cisel x,y. Navic predpokladejme, ze x > y, takze x
budeme nahrazovat ¢islem z = x mod y (kdyby = < y, tak



jen prohodime z s y). Co z toho vime:

r=2x-d
y=y'-d
z=x—1t-y

pro néjaka ', i, t. Cislo z tedy miiZeme upravovat takto:
z=a—ty = a'd—ty'd = (&' — ty')d. Takze = je také
délitelné cislem d.

Necht naopak néjaké d déli dvojici z,y. Pak vime:

z=2-d
y=y -d
r=z+1t-y,

takze © = Z'd+ty'd = (' + ty')d je také délitelné ¢islem d.
Zjistili jsme tedy, ze spole¢ni délitelé dvojic x,y a z,y jsou
titiz.

Nakonec je potreba odhadnout, jak dobry algoritmus jsme
vymysleli. K tomu slouzi odhady ¢asové a pamétové slo-
zitosti. Co to je? Zajimé nas predevsim, jakym zpltisobem
rostou naroky na cas strdveny algoritmem a pamét, kte-
rou pii béhu spotiebuje, v zavislosti na velikosti vstupu.
Napriklad pokud chceme vybrat nejmensi ze zadanych ¢i-
sel, pak pri dvakrat vétsim vstupu to bude trvat 2x déle,
zatimco vypsat 3. ¢islo (dle poradi, ne dle velikosti) vstu-
pu nam bude trvat vzdycky stejné dlouho — zbytek vstupu
nepotfebujeme ani precist.

K tomuto pouzivame tzv. asymptotické odhady — najdeme
funkci, kterd roste fadové alespon tak rychle, jako naSe na-
roky. Pro jednoduchost se zanedbaji vSechny konstanty a
mensi funkce. V pripadé vybéru nejmensiho budeme psat,
Ze Cas je O(n) pro vstup velikosti n — roste tolikrat, kolikrat
vyroste vstup, zatimco pamét bude vzdy stejnd — O(1), tj.
konstantni (ano, mohli bychom psat t¥eba O(4), ale 1 je
nejjednodussi konstantni funkce).

Do O se pise tzv. horni odhad, tedy ,nikdy to nemuze byt
horsi“ (ale kdyZ budeme mit $tésti, mohlo by byt i mensi).
Existuji i jiné, ale kdyz se chceme chlubit kvalitou naseho
feSeni, tézko budeme chtit tvrdit: ,,urcité to nikdy nepobézi
rychleji nez n%9«.

Pamétova slozitost naseho algoritmu je zcela oc¢ividné kon-
stantni — mame jen dvé proménné na, ¢isla, v nich provadime
veskeré operace.

Casova bude chtit trosku odhadovat. Jednak, co je velikosti
vstupu? Tou bude tfeba soucet velikosti obou disel, tedy
n = x +y (délka vypoctu totiz nezdvisi na poc¢tu ¢isel na
vstupu — tam je jich vzdy stejné — ale na jejich hodnotéch).
V kazdém kroku se jedno z ¢isel snizi alespori o 1 a nikdy
se nedostaneme do zapornych cisel. Takze bychom mohli
klidné psat, ze ¢asovd slozitost je O(n) — urcité nds program
nepobézi déle.

To je sice pravda, ale moc jsme se nevytahli — stejnou ¢aso-
vou slozitost mél i pavodni algoritmus se zkousenim vSech
potencidlnich délitelt. Tak co ted? Vymyslet lepsi algorit-
mus? Ne, my na to pijdeme Salamounsky — vymyslime lepsi
dikaz.
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Opét predpokladejme, Ze pfechazime od dvojice x,y ke dvo-
jici z,y, kde z = x mod y. Dokézeme, Ze z < x/2, takze kaz-
dym krokem algoritmu se asporn jedno z ¢isel zmensi asporii
dvakrat. Pritom kroki, kdy se dvakrat zmensilo ptvodni x,
miize byt celkem nejvys |log, x|, a analogicky pro y. Proto
Jje celkova casova slozitost O(log, x + log, y) = O(logn).

A pro¢ je z < x/27 Rozebereme dvé moznosti: budto je
y < x/2, ale pak sta¢i vyuzit toho, Ze zbytek po déleni
je vzdy mensi nez délitel, tedy z < y < z/2. A nebo je
y>uz/2,alepak z=x—y<zx—1x/2=2x/2.

Nékolik Spatnych pokusu

Minulé ¢ast obsahovala popis, jak vypadéa spravné feseni.
Nyni zminime nékolik chyb, se kterymi se celkem pravidelné
pri opravovani setkdvame.

Jednou (a asi nejvaznéjsi) z nich je, kdyz ndm pfijde pouze
zdrojovy kéd, ktery je obcas (ale sporadicky) komentovany
a neni k tomu zadny popis. Popis ma byt hlavni ¢asti feseni,
zdrojovy kéd pouze doplnkem.

Opadlny extrém je pfili§ podrobné (a komplikované) vypra-
véni ¢i slohova prace. Opravdu neplati, Ze ¢im delsi text,
tim vice bodt. Ulohy v KSP jsou délané tak, aby se daly
jednoduse popsat na stranku nebo dvé. Reseni o 20 stra-
nach je tak dlouhé, Ze v ném prosté néco Spatné byt musi.

Dalsi, celkem bézny, problém je Spatné pochopitelny po-
pis. Zkuste si text po sobé precist — s védomim, ze Clovek,
ktery ho bude ¢ist, mozna vaSe feSeni viibec nezné a nic
o ném nevi. Nejlépe s odstupem nékolika hodin ¢i dni. Do
této oblasti patii i pravopis (nékdy Spatné umisténd (nebo
chybéjici) ¢arka ve vété mize uplné zménit vyznam) a v pii-
padé psani ruéné i ¢itelnost rukopisu (za to, co nepfecteme,
body neddme).

A, samoziejmé, plny pocet bodii nedavame ani za FeSeni,
které nefunguje.

Co délat kdyz...

Mnoho lidi KSP fesit nezacne, pfestoze by je tfeba i bavi-
lo. Vétsinou proto, ze narazi na néjaky problém, ktery ale
obvykle neni tak nefesitelny, jak vypada.

Pokud vam néktera tloha prijde prili§ tézka, nezoufejte.
Snazime se davat i ,$tavnaté“ tlozky pro pokrocilejsi fesi-
tele — ne v8ak v8echny, nékteré jsou lehké (od tohoto roéniku
jsme zavedli znaceni, u nékterych je znacka, ze si myslime,
7e by méla jit snadno vyiesit). Zkuste ty. Casem se vam
tlozky budou zdat lehéi.

A co v pfipadé, kdyz vas napadne jen pomalé feSeni? Je na
ném sice jasné vidét, ze jsme pii zadavani mysleli na néco
rychlejsiho, ale vy na to ne a ne pfijit. Rozhodné napiste
alesporti to pomalé — zatimco za nefunkéni FeSeni nedavame
skoro nic, za pomalejsi Feseni davdme docela dost (tedy,
podle toho, jak moc pomalejsi je).

Nakonec maly tip. Zkuste zacit Tesit s pfedstihem. Velmi
pomahé, kdyz je par dni ¢asu na to, aby p€kné feseni ,na-

“

padlo“.



