Mili resitele!

Pomalu prichézi zima, a abyste méli o dlouhych vecerech co délat, mame pro
vasi druhou sérii naseho seminafe. Neobsahuje jesté vase opravena feSeni prvni
série, abyste na nové ptriklady nemuseli ¢ekat moc dlouho. Nicméné opravena

FeSeni vam (spolu se zadanim tfeti série) pfijdou diive, nez budete muset tuto T

druhou sérii odeslat.

Pokud chcete posilat sva feSeni elektronickou cestou, prosime drzte se instruk-
ci, které miizete najit na http://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Reseni, ktera ptisla

mailem, jsme prijali pouze vyjimecné.

Termin odeslani Vasich feSeni druhé série jest stanoven na 11. prosince 2006
a nase adresa je stdle stejnd: Korespondenéni semina¥ z programovani

KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25
118 00 Prahal

Aktualni informace o KSP mtizete nalézt na strankach http: //ksp.mff.cuni.cz/,
diskutovat mizete na féru http://ksp.mff.cuni.cz/forum/ a zaludné dotazy

organizatorum lze zasilat e-mailem na adresu ksp@myff.cuni.cz.

Druha série devatenactého roéniku KSP

Kapitola 2 Ve dverich stdla md novd klientka a dvé nadreny
gorily. Nézné ji hodily na podlahu vedle mé a zazubily se.
Teda, ony se moc nezubily, protoZe nemély ¢im. A hned
jsem pochopil divod — obé v ruce trimaly tabulku cokolady.
V tom mé osvitil ndpad hodny mého génia.

, Co tak blbé cumis?“ zeptal se mé ten kolozubéjsi.
,Koukam se, co drzis v ruce, a tak mi napadd, to jite tu
cokoladu jen tak? Vy mevite, co legrace se s ni da uZit, nez
ji snite?“

Tdzavé priblblé kukuce mi prozradily, Ze netusi, a tak jsem
zacal s vykladem pravidel:

19-2-1 Cokolada podruhé 6 boda

Typicka gangsterska ¢okolada vypada jako obdélnik o roz-
mérech M x N dilka, kde alespon jeden rozmér je sudy.
Dva hradi se stridaji v 1dmani tak, zZe si ten, kdo je na ta-
hu, vybere néjakou celistvou ¢ast ¢okolady a rozlomi ji na
dvé casti. Gangster, ktery odlomi dilek 1 x 1, prohral. Va-
$im tkolem je najit takovou strategii, aby zacinajici mafian
vzdy vyhral.

Priklad: Pro ¢okoladu o rozmérech 2 x 3 musi prvni zloduch
lamat na dvé ¢asti 1 x 3, nacez druhy zloduch prohrava,
protoze at ldme, jak lame, vzdy ziska dilky 1 x 1, 1 x 2
alx3.

Pozn.: Protoze cokolady o rozmérech 1 x 1 a 1 x 2 neposky-
tovaly gangsterim dostatecné mlsavé uspokojeni, upustily
nelegélni cokoladovny od jejich vyroby, takze je zanedbejte.

Dvere se zabouchly a my slyseli jen kiupdni tabulek coko-
lad, skripani zubid a po chvili ... Ty podvodniku!“

,Coze? Jd hlaju naplosto a skolo cestné.“

A pak treskly dva vystrely, ozvaly se dvé tup€ rdny a jd jsem
velmi odvdzné vykoukl dirkou ve dverich.

»Je po nich, jsme volnilll“ zajdsal jsem.

»A jak se dostaneme ven, Finsteine?“ zpraZila mé pohle-
dem.

Faktem je, Ze na tento zpusob jedndni jsem byl od Zen, zvlds-
té tak krdsnych jako ona, zvykly. Nechtél jsem se ale nechat
zahanbit, a tak jsem zacal usilovné premyslet. Po patndcti
minutach mého premysleni konecné na néco prisla, zvedla
se, chvili néco §tourala v takové krabicce s drdty na dverich
a najednou se dvere otevrely. Kdyz jsem po letech zjistil, jak
je to snadné, tak jsem se divil, Ze jsem na to neprisel sdm.
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19-2-2 Kvalitni hesla 6 bodu

Ptvodni obsah néasledujici pasaze jsme museli vystfihnout
na natlak rodiny [ TS ISE, kterd popisovany systém
stale pouziva. A tak vas tato rodina pozadala alespon o po-
moc pii rozpoznavani hesel, na ktera je policejni program
kratky. Heslo je, jak znamo, posloupnost alfanumerickych
znakt délky N. Diky znalosti algoritmu, ktery policejni po-
¢ita¢ pouziva, se nam povedlo zjistit, jak ,kvalitu“ hesla
spocitat — heslo je tim lepsi, ¢im vétsi jeho Cast se v ném
opakuje.

Vasim tkolem je po zadani hesla najit maximalni d a rizné
indexy 7 a j takové, aby se souvislé poduseky délky d za-
¢inajici na téchto indexech shodovaly. Podiseky se mohou
prekryvat. Pokud téchto dvojic s maximalnim d existuje
nékolik, tak staci najit jednu z nich.

Priklad: Pro N = 13 a heslo abrakadabraka jsou hledané
indexy 1 a 8 (abraka) a délka je 6. Pro N = 7 a heslo
aaaaaaa jsou hledané indexy 1 a 2 a délka je opét 6.

Bonus: Pokud bude vas program pracovat opravdu rychle,
dostanete az 5 bonusovych bodt.

Dvere se oteviely a my zacali prchat. Teda, jdi sem zacal
prchat. Ona stdla ve dverich a rozhlizela se. ,Na co cekas?
Mizime!“

»Ne, nejdriv musime do jeho kanceldre, ukradneme vse, co
se tykd jeho pracel*

»Ja si nemysl. .. Zenskd pitomd, kam zase bézis?“

Za chvilku jsme dorazili ke dverim. Sice byly zamcené, ale
md novd pruvodkyné se ukdzala byt nejen sarmantni, ale i
velmi zrucnd. Prdce se sponkou ji trvala jen nékolik vterin.
Kdyz jsme vesli, okamzite se vrhla k suplatum a zacala se
prehrabovat ve stole. Poté stejné sebevédomé zplundrovala
trezor (kde jen vzala heslo?). Jen jsem tupé ziral a jediné,
na co jsem se zmohl, byla otdzka.

Tak mdlo papiri? Vidyt je skoro prdzdnej. To mu urcité
vSechno deélaj jeho ucetns.“

,Blaznis? K témhle vécem nikoho nepousti, vsechno si déld
sam.“

»Tomu nevérim, ja dru od rdna do wvecera, popisu stohy
papiry a div nebydlim pod mostem.“

»No jo, ale ty nemds program, ktery ti napldnuje cinnosti
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tak, Ze malo délas a hodné vydélas.

Vam je uz urcité jasné, ze takovy program mate napsat.



19-2-3 Moneymaker 10 bodu

19-2-5 Hluboky les 13 bodu

Na vstupu dostane vas program ¢islo N, coz je pocet kol
ke zpracovani. Zpracovani kazdé ulohy zabere jednotkovy
cas. Dale pak N radku, kazdy se dvéma cisly. Prvni ¢is-
lo znamené, dokdy je tfeba tkol vykonat, a druhé ¢islo je
odmeéna, kterou za splnény kol dostaneme. V jednom ca-
se mohu pracovat pravé na jednom tkolu. Vystupem pro-
gramu by pak mélo byt takové poradi tkolt, aby zisk byl
maximalni. Pokud je takovych poradi vice, stasi libovolné
z nich.

Priklad: Pro N = 4 a zaznamy

3 1
1 3
2 5
2 4

je optimalni poradi 3, 4 a 1.

Pobrali jsme rychle vse, co se da-
lo, a vybéhli ven z budovy. Po
cesté jsme zneskodnili nékolikery
spict strdZe, aZ na jednoho. Ten
bohuZel zburcoval vsechny ostat-
ni a ti zaujali obrannou formaci.
To nam utek znacné zkompliko-
valo a jedinou nasi nadéji bylo to, Ze jsme védéli, jak takovd
formace vznika. Ale jok takovd obrannd formace vypadd?
To uz jsme nevédéli. S tim nam budete muset poradit vy.

19-2-4 Optimalni formace 11 bodu

Formace je tvofena N stfelci. Stielec ¢islo ¢ mé dostiel a;.
Stielci stoji ve vrcholech konvexniho N-thelniku (konvexni
N-thelnik je takovy, zZe vSechny jeho vnitini Ghly jsou v in-
tervalu (0°,180°)) v takovém pofadi, v jakém jsou zapsani
na vstupu. Cilem je vytvofit takovou formaci, aby kazdy
stielec dostfelil k nasledujicimu a aby obvod N-tithelniku
byl maximalni. Program by meél libovolnou jednu takovou
formaci nalézt a vypsat souradnice jednotlivych strelca.

Priklad: Pro N = 5 a dostiely stfelct (2.5,2.5,3,5,2) lezi
jeden z moznych N-thelnikt na soufadnicich [0, 0], [0, 2.5],
[—2,4], [-5,4], [-2,0]. Pro N = 4 a dostfely (10,2, 3) nelze
N-thelnik sestrojit.

Nastésti se ndm diky znalosti presného tvaru formace po-
darilo najit slabinu v jejich obrané, a tak se ndam povedlo
uprchnout.

Pozn. KSP: Presprstovi zjevné nedoslo, Ze popis formace
neurcuje jednoznacné jeji tvar. Zahadou ztstava to, ze pra-
vé vaSe odpovéd byla ta spravna.

Celi zadychani jsme dobéhli do hlubokého lesa.

,,Co si ted poéneme? Kam pijdeme? On si nds najde vude
a pristé uz takové Stésti mit nebudeme!* ptala se zdésenym
hlasem moje spolecnice.

,Zndm kristdlovou studdnku, kde nejhlubsi je les . ..
,»Co to meles za nesmysly?“

»Ja jsem to ekl nahlas? Jd jako myslel, Ze pobliz ty studdn-
ky je opusténd chalupa, kde bychom se mohli aspon na noc
schovat.“

»A jak ji asi najdeme?“

»INo jednoduse, prosté najdeme dva stromy v lese, které jsou
u sebe nejblize ze vsech, a tam je les zdkonité nejhlubsi.“
»INo jo, to mé vlastné nenapadlo ... “
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A zatimco si Pfesprst vychutnava svij maly triumf, napiste
program, ktery takové stromy najde. Va§ program dostane
na vstupu ¢islo NV a dale N fadki s redlnymi soutfadnicemi
jednotlivych stromu v lese. V pfipadé, Ze je takovych dvojic
stromu vic, staci vypsat libovolnou z nich.

Priklad: Pro N = 4 a stromy

1 3
2 1
3 1
4 3

by mél program vypsat: Stromy 2 a 3 jsou si k sobé nejblize.

Po hodindch prodirdni se lesem nas sama Prozretelnost pri-
vedla pred prah chaty. Unavené jsme padli do postele a turdé
usnuli. Spal jsem snad dva dny, neZ jsem konecné dokdzal
otevrit vicka a rozhlédnout se kolem sebe. A v tom mi doslo,
Ze to, co nds do té chaty privedlo, rozhodné nebyla Prozre-
telnost.

To be continued. ..

19-2-6 Prolog 12 bodu

Mili programdtori v Prologu,

jsme radi, ze se vam prvni dil seridlu o programovacim jazy-
ku Prolog libil, a pfinasime vam dalsi zajimavosti ze svéta
logického programovani :0)

Termy

Zakladni jednotkou programovaciho jazyka Prolog je term.
Termy se v Prologu déli na jednoduché (atomy, ¢isla, pro-
ménné) a na struktury. Atomy, ¢isla a proménné uz znéate.
Struktura je rekurzivni, slozeny term, tedy soucasti struk-
tury mohou byt dalsi termy. Priklady struktur jsou:

datum(den(3) ,mesic(10) ,rok(2006)).
osoba(jmeno(bretislav) ,prijmeni(rozsejpal)).

Ve skutecnosti je strukturou dokonce i klauzule

matka(X) :- rodic(X,_), zena(X).

: - je totiz binarni predikat, ktery mé dva argumenty: hlavu
a télo klauzule, a pise se doprostied, tedy infixové. Klidné
byste mohli psat

:-(matka(X), (rodic(X,_), zena(X))).

Unifikace pofadné a naposled

Po zadani dotazu, napiiklad
?-je_matka(X).

zacne Prolog prochéazet program shora dolt a snazi se najit,
,prifadit, neboli unifikovat zadany dotaz s hlavou néjaké
klauzule v programu. Jinymi slovy prosté najit jaksi odpo-
vidajici fadek programu. Jak ale pfesné funguje unifikace,
kdyz jsme ted zjistili, Ze iplné vSechno v Prologu je term
a ty muzou byt pékné slozité? K nasi radosti to funguje
presné tak, jak byste ¢ekali a jak byste to délali intuitivneé:
Jestlize jeden z termt je (nezunifikovana, volna) proménna
a druhy libovolny term (rizny od proménné, napiiklad né-
jaké struktura, atom nebo ¢islo), okamzité se do proménné
dosadi dany term. To jsme vidéli v minulém dile.

Jestlize jsou oba termy proménné, pak je vysledkem jejich
ztotoznéni.

Priklad:
?-A = B.



Jsou-li A i B volné, unifikace uspéje a proménné se od toho-
to okamziku budou chovat jako jedna. Pokud A bude v bu-
doucnu unifikovana napriklad s atomem kleofac, pak sa-
moziejmeé bude i B = kleofac.

Jestlize jsou oba termy atomy nebo cisla, pak unifikace
uspéje pouze tehdy, pokud jsou oba stejné.

Jestlize jsou oba termy néjaké struktury, pak provedeme
unifikaci rekurzivné. Podivame se na jejich argumenty a
pokud jich je stejny pocet, zkusime kazdy odpovidajici si
par argumentt unifikovat. Pokud se to podafi pro kazdy ar-
gument (a samoziejmé pokud se struktury jmenuji stejné),
jsou struktury shodné.

V zadném jiném pfipadé nejsou termy shodné a nelze je ani
unifikovat.

Tim jsme si podrobné vysvétlili mechanismus unifikace. Ted
uz také chapeme, co presné déla binarni predikat =, totiz
ze vyvolava unifikaci na své argumenty.

Co myslite, ze by se stalo, pokud byste napsali A =
£(A)?

Seznamy

V Prologu mame k dispozici datovou strukturu seznam. Se-
znam je posloupnost termt, naptiklad ¢isel, struktur, nebo
dalsich seznami.

Prazdny seznam se znaci atomem []. Neprazdny seznam se
zapiSe napriklad takto: [a,b,c] nebo [1,2,3,4].

Prolog chape seznam jako dvé ¢asti: hlavu a télo. Hlava je
prvni prvek seznamu a télo cely zbytek seznamu. Tento zby-
tek chape Prolog opét jako seznam, tedy v pripadé seznamu
[a,b,c] je hlavou prvek a a télem opét seznam [b,c].

K tomu, abychom ze seznamu snadno oddélili hlavu, slouzi
jesté jiny zptisob zapisu seznamu: seznam [a,b, c] mizeme
napsat jako [al [b,c]].

Uz nas také napadd, jak budeme s prologovskymi seznamy
pracovat. Vzdy si oddélime hlavu, néco s ni udélame a po-
tom se pustime rekurzivné na zbytek seznamu. Hned si to
ukazeme na piikladu hledani prvku v seznamu:
% prvek(X,Seznam) je X prvkem seznamu Seznam
prvek(X, [X|_1).

prvek(X, [_|Telo]l) :- prvek(X,Telo).

V prvnim fadku se divame, jestli hledany prvek neni na-
hodou pfimo v hlavé seznamu. Pokud hledany prvek neni
v hlavé seznamu, musime vzit zbytek (t€lo) seznamu a péa-
trat v ném.

Jiny ptiklad, tentokrat hledame posledni prvek seznamu:
% posl(Seznam,X) vraci posledni prvek seznamu
posl([X],X).

posl([_|Telo],Posl) :- posl(Telo,Posl).

Prvni radek je jasny, posledni prvek jednoprvkového sezna-
mu je onen jediny prvek. Druhy fadek je zajimavéjsi, pokud
mame seznam s jednim prvkem, za kterym je jesté néjaky
dalsi seznam, zavolame si rekurzivné predikat posl na télo
seznamu s utrzenou hlavou. Takto se postupné volaji predi-
katy posl na ¢im dal kratsich seznamech. Proménné Posl
je pritom stale volna. Jakmile dojedeme na konec seznamu
a mame uz jen jednoprvkovy seznam, dostaneme se na dno
rekurze, uplatni se prvni fadek programu a v tom okamziku
se nam uspésné unifikuje proménna Posl.

Nakonec piiklad bez komentare:
% vypust (X,Sezn,NovySezn)
% vypusti jeden vyskyt X ze seznamu
% Sezn a vrati novy seznam NovySezn
vypust (X, [1,[]).
vypust (X, [XIT],T).
vypust (X, [YIT], [YIL])

Kviz

;- vypust(X,T,L).

* Ktery zapis seznamu neni spravny?

1. [ [a,b], c]
2. [a, b, [c] ]
3. [a, [b,c] ]
4. [ [a,b] | c]
5. [a,b,c, [1]

* Kolik prvkd mé seznam [a,b,c,[1]17
1.2
2.3
3.4

* Jaky vysledek dostaneme pri 7-prvek(a,Seznam) .?

1. No.

2. Yes.

3. [a,a,a,a,a,...]

4. [a,a,a,a,a,...] ; No.

5. [al_1 ; [_,al_1l 5 [_,_,al_1;

* Jaky bude vysledek dotazu
p(A,B,q(c,A,B))=p(a,b,q(c,a,d))?
1. Yes.
2. No.

Yy 2

Soutézni ulozky

1. Prilis tézké slepice (4 body) Slepice sedi na hfadé. Bidyl-
ko se pod nimi prohyba a kazdou chvili hrozi, ze praskne.
Nejprohnutéjsi a nejzatizenéjsi je bidylko pod prostiedni
slepici. Slepice ale nevi, kterd z nich je uprostifed. Napiste
slepicim program v Prologu, ktery dostane seznam slepic
tak, jak sedi na bidylku zleva doprava, a vybere prostfedni
z nich. Pokud je slepic sudy pocet, vybere tu, kterd sedi
vice vpravo. Nezapomeiite, Ze slepice neumi pocitat, takze
nesmite pouzivat zddnou aritmetiku. Program by mél byt
co nejrychlejsi. Slepice také neoplyvaji priliSnou chytrosti,
takze byste sviij program méli nalezité okomentovat a po-
psat :0))

Priklad: Pro vstup [a,b,c] je prostfedni slepice b, pro
vstup [1,2,3,4] je prostiedni slepice [3].

P(Pi}




2. Permutujici slepice (4 body) Poté, co jste vyfesili pro-
blém bidla praskajiciho pod slepi¢imi $peky, zacalo slepice
palit dobré bydlo a obratily se na vas s dalsim problémem.
Slepice se mezi sebou neustale hasteri, ve které ¢asti bidla
bude kterd sedét. Uz to tak dal nejde, a proto se budou
kazdou noc stfidat v poradi. Napiste program, ktery vypise
v8echny mozné rozmisténi slepic na bidylku, kazdé prave
jednou. Vstupem programu je seznam slepic a vystupem
seznam seznamu obsahujici vSechny permutace slepic, tj.
vSechny moznosti, jak mohou slepice sedét, kazdou prave
jednou.

Priklad: Pro vstup [a,b] je vystupem tento seznam se-
znamu: [ [a,b], [b,al] 1, pro vstup [1,2,3] je vystu-
pem nésledujici seznam permutaci: [ [1,2,3],[1,3,2],
[2,1,3], [2,3,1], [3,2,1], [3,1,2] 1.

3. Palindromické slepice (4 body) Jelikoz jste dokézali usmi-
fit rozhadané opefence, byli jste pozadani o vyfeseni posled-
niho problému. Slepice zjistily, ze nejbezpecnéjsi rozmisténi
na bidylku je takové, Ze proti sobé symetricky sedi vzdy sle-
pice stejné vahy. Naptiklad rozmisténi vah [1,2,3,3,2,1],
[4] ¢i [4,3,5,6,5,3,4] jsou bezpeénad umisténi, zatimco
[4,3], [4,3,1], [5,6,7,7,6,6] nejsou bezpecni umisté-
ni. Napiste program, ktery zjisti, zda slepice sedi na bidyl-
ku bezpec¢né. Jinymi slovy, zjistéte, zda ¢islo zapsané jako
seznam Ccislic je palindrom, ¢ili slovo, které se Cte stejné
zepiedu i zezadu. Pro sladkou bodovou odmeénu se snazte
program co nejvice urychlit (nejlépe na linearni :—).
Timto se s vami loucime a tésime se na setkani v pristim
dile. Kokokodak!
Recepty z programatorské kucharky

Rozdél a panuj

Dnesni dil programéatorské kuchar-
ky se bude zabyvat algoritmy zalo-
Zenymi na metodé Rozdél a panuyj.
A tak by se sluSelo zacit tim, jaka
je myslenka této metody: Casto se
setkame s tlohami, které lze snad-
no rozdélit na néjaké mensi tlohy a
z jejich vysledki zase snadno slo-
zit vysledek ptavodni velké tlohy.
Pritom mensi tlohy mizeme pocitat opét tymz algoritmem
(zavolame si ho rekurzivné), leda by jiz byly tak malické,
ze dokadzeme odpovédét trividlné bez jakéhokoliv pocitani.
Zkratka jak rikali stafi rimsti cisafové: Divide et impera.
Uvedme si pro za¢atek jeden staronovy priklad:

Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro t¥idéni posloupnos-
ti prvkd. Uz o ném byla jednou fe¢ v ,tfidici kucharce®
v prvni sérii 18. roéniku KSP. Tentokrat se na néj podiva-
me trochu podrobnéji a navic ndm poslouzi jako ingredience
pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli néjaky prvek (budeme mu
fikat pivot) a prerovna prvky v posloupnosti tak, aby na-
pravo od pivota byly pouze prvky vétsi nez pivot a nale-
vo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu,
mizeme si dle libosti vybrat jak levou, tak pravou stranu
posloupnosti, funkénost algoritmu to nijak neovlivni. Tento
postup pak rekurzivné zopakujeme zvlast pro prvky nale-
vo a zvlast pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme
setfidénou posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zptisobem
volby pivota. My si pfedvedeme jinou, nez jsme ukazova-

li v t¥idici kuchafce (hlavné proto, Ze se nam od ni pak
snadno budou odvozovat dalsi algoritmy) a pro jednodu-
chost budeme jako pivota volit posledni prvek zkoumaného
aseku:

{budeme t¥idit takovato pole}
type Pole=array[l..MaxN] of Integer;

{pterovnavaci procedura pro isek al[l..r]}
function prer(a:Pole; 1,r:Integer):Integer;

var i,j,x,q:Integer;

begin
{pivotem se stane posledni prvek useku}
x:=alr]; {hodnota pivota}
i:=1-1; A{a[i] bude vzdy posledni <= pivotovi}

{samotné pferovnavéani}
for j:=1 to r-1 do

if al[jl<=x then {pravé probiranjy prvek }

begin {mensi/rovny hodnoté pivota}
Inc(i); {pak zvys ukazatel }
q:=aljl; {a proved pferovnani prvku }
aljl:=alil;
alil:=q;

end;

{nakonec pfesuneme pivota za posledni <=}
q:=alr];
alrl:=ali+1];
ali+1] :=q;
prer:=i+l;
end;

{vratime novou pozici pivota}

{hlavni t¥idici procedura, t¥idi all..r]}
procedure QuickSort(a:Pole; 1,r:Integer);
var m:Integer;
begin
if 1<r then
begin
m:=prer(1l,r); {pferovnej, m pozice pivota}
QuickSort(1,m-1); {set¥id prvky napravo}
QuickSort (m+1,r); {set#id prvky nalevo}
end;
end;

{mame jesté& co délat?}

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela neSikovné, pro-
toZze se nam snadno muze stat, Ze si vybereme nejmensi
nebo nejvétsi prvek v tseku (rozmyslete si, jak by vypa-
dala posloupnost, ve které se to bude dit pokazdé), takze
dostaneme-li posloupnost délky N, rozdélime ji na tseky
délek N — 1 a 1, nacez pokracujeme s tsekem délky N — 1,
ten rozdélime na N — 2 a 1 atd. Pritom pokazdé na pie-
rovnani spotfebujeme Cas linearni s velikosti iseku, celkem

tedy O(N + (N — 1)+ (N —2) +... +1) = O(N?).

Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy
medidn z pravé probiranych prvkia (tj. prvek, ktery by se
v setfidéné posloupnosti nachazel uprostied; pro sudy po-
¢et prvka zvolime libovolny z obou prostfednich prvki),
dosdhneme daleko lepsi slozitosti O(N log N). To dokéze-
me snadno:

Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v case linedrnim vici po-
¢tu prvkid, které mame prerovnat. V prvnim kroku QS pra-
cujeme s celou posloupnosti, ¢ili prerovname celkem N prv-
ki. Nasleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast po-
sloupnosti (obé dlouhé (N —1)/2+1); pferovnavani v obou



¢astech dohromady trva opét O(N) a vzniknou tim Gasti
dlouhé nejvyse N/4. Zanotime-li se v rekurzi do hloubky k,
pracujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2*, které dohro-
mady daji nejvyse N (v8echny ¢asti dohromady daji prvky
vstupni posloupnosti bez téch, které jsme si uz zvolili ja-
ko pivoty). V hloubce log, N uz jsou vSechny ¢asti nejvyse
jednoprvkové, takze se rekurze zastavi. Celkem tedy méame
log, N hladin (hloubek) a na kazdé z nich travime linearni
¢as, dohromady O(N log N).

V tomto ditkazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu:
zapomnéli jsme na to, ze také musime medidn umeét najit.
Jak z této neprijemné situace ven?

e Naucit se pocitat medidn. Ale jak?

® Spokojit se se ,lZimedidnem*“: kdybychom si misto me-
didnu vybrali libovolny prvek, ktery bude v setfidéné
posloupnosti v prostfedni poloviné (¢ili alespori ¢tvrtina
prvkil bude vétsi a alespoii ¢tvrtina mensi nez on), ziska-
me také slozitost O(N log N), nebot tisek délky N rozlo-
Zime na tseky, které budou mit délky nejvyse (1—1/4)-N,
takze na k-té hladiné budou tseky délek < (1—1/4)%- N,
¢ili hladin bude maximalné log;_, ;4 N = O(log ). Mis-
to 1/4 by dokonce fungovala libovolna jind konstanta, ale
ani to nam nepomtze k tomu, abychom umeéli 1zimedian
najit.

Recyklovat pravidlo typu ,,vezmi posledni prvek“ a jen ho
trochu vylepsit. To bohuZel nebude fungovat, protoze po-
kud budeme pii vybéru pivota hledét jenom na konstant-
ni pocet prvkd, bude pomérné snadné pfijit na vstup,
pro ktery toto pravidlo bude déavat kvadratickou slozi-
tost, i kdyz obvykle ptjde dokazat, ze takovych vstupt
je ,malo“. [Také se to tak ¢asto d&la.]

Volit pivota ndhodné ze vSech prvki zkoumaného useku.
K nahodné volbé samoziejmé potiebujeme nahodny ge-
nerator a s témi je to svizelné, ale zkusme na chvili véfit,
Ze jeden takovy méme nebo alesponl Ze mame néco s po-
dobnymi vlastnostmi. Jak nam to pomize? Nahodné zvo-
leny pivot nebude sice presné uprostied, ale s pravdépo-
dobnosti 1/2 to bude 1zimedian, takZe po primérné dvou
hladindch se ke 1zimedidnu dopracujeme (rozmyslete si,
proc, nebo nahlédnéte do seriadlu o pravdépodobnostnich
algoritmech v 16. ro¢niku). Proto ¢asova slozitost takové-
hoto randomizovaného QS bude v prumeéru 2-krat vétsi,
nez 1zimedidnového QS, ¢ili v praméru také O(N log N).
Jednoduse feceno, zatimco fixni pravidlo nam dalo dobry
¢as pro prumeérny vstup, ale existovaly vstupy, na kterych
bylo pomalé, randomizovani ndm dava dobry primeérny
¢as pro vSechny mozné vstupy.

Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale souc¢asné jsme pfi tom
zjistili, Ze neumime rychle najit median. To tak nemutzeme
nechat, a proto rovnou zkusime vyfesit obecnéjsi problém:
najit k-ty nejmensi prvek (medidn je to pro k = [N/2]).

Prvni feSeni této tilohy se nabizi samo. Nacteme posloup-
nost do pole, prvky pole setfidime néjakym rychlym algorit-
mem a kyzeny k-ty nejmensi prvek nalezneme na k-té pozici
v nyni jiz setfidéném poli. M4 to vsak jeden hacek. Pokud
prvky, které madme na vstupu, umime pouze porovnat, pak
nedosdhneme lepsi ¢asové slozitosti (a to ani v primérném
pfipadé) nez O(N log N) — rychleji prosté t¥idit nelze, di-
kaz muzete najit naptiklad v tfidici kucharce.

O néco rychlejsi feseni je zaloZzeno na vyse zminéném al-
goritmu QuickSort (Casto se mu proto Fikd QuickSelect).
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Opét si vybereme pivota a posloupnost rozdélime na prv-
ky mens$i nez pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro
jednoduchost budeme predpokladat, ze zadné dva prvky
posloupnosti nejsou stejné). Pokud se pivot naléza na k-té
pozici, je to hledany k-t nejmensi prvek posloupnosti, pro-
toze pravé k — 1 prvku je menSich. Zbyvaji dva pripady,
kdy tomu tak neni. PakliZe je pozice pivota v posloupnosti
vétsi nez k, pak se hledany prvek naléza nalevo od pivota
a postaci rekurzivné najit k-ty nejmensi prvek mezi prv-
ky nalevo. V opac¢ném piipadé, kdy je pozice pivota mensi
nez k, je hledany prvek v posloupnosti napravo od pivota.
Mezi témito prvky vsak nebudeme hledat k-ty nejmensi pr-
vek, ale (k — p)-ty nejmensi prvek, kde p je pozice pivota
v posloupnosti.

Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu.
Nesikovna volba pivota dava opét v nejhorsim pripadé kva-
dratickou slozitost. Pokud bychom naopak volili za pivota
median, budeme nejprve prerovnavat N prvki, pak jich
zbude nejvyse N/2, pak nejvyse N/4 atd., coz dohromady
déava slozitost O(N + N/2 + N/4+ ...+ 1) = O(N). Pro
1zimedian dostaneme rovnéz linearni slozitost a opét stejné
jako u QS muzeme nahlédnout, ze ndhodnou volbou pivota
dostaneme v priméru stejny c¢as jako se lzimedianem.

Program bude velmi jednoduchy, vyuzijeme-li pferovnavaci
proceduru od QS:

function kty(var a:Pole; 1l,r,k:Integer):Integer;
var x,z:Integer;
begin

x:=prer(a,l,r); {pferovnej, x je pozice pivota}

z:=x-1+1; {pozice pivota vzhledem k [1..r]}
if k=z then
kty:=alx] {k-tj nejmensi je pivot}
else if k<z then
kty:=kty(a,l,x-1,k) {k-tj nejmensi je nalevo}
else
kty:=kty(a,x+1,r,k-2z); {napravo}
end;

k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vSak algoritmus, ktery fesi nasi alohu linearné, a to
i v nejhorsim ptipadé. Je zalozeny na dabelském triku: zvo-
lit vhodného pivota (jak ukéZeme, bude to jeden ze lZime-
didni) rekurzivnim volanim téhoZ algoritmu. Zafidime to
takto:

® Pokud jsme dostali méné nez 6 prvkd, pouzijeme néjaky
trividlni algoritmus, napftiklad si posloupnost setiidime
InsertSortem (opét viz t¥idici kuchaika) a vratime k-ty
prvek setfidéné posloupnosti.
Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni po-
¢et prvku délitelny péti, posledni pétici nechadme nekom-
pletni.
Spocitame median kazdé pétice. To mizeme provést na-
priklad rekurzivnim zavolanim celého naseho algoritmu,
¢ili v dtisledku InsertSortem. (Také bychom si mohli pro 5
prvki zkonstruovat rozhodovaci strom s nejmensim moz-
nym poctem porovnani, coz je rychlejsi, ale jednak pouze
konstanta-krét, jednak je to daleko pracnéjsi.)
Méme tedy N/5 medidnt. V nich rekurzivné najdeme
medidn m (oznacime medidny pétic za novou posloupnost
a na ni zatneme opét od prvniho bodu).
® Prerovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a ja-
ko pivota pouzijeme prvek m. Po pferovnani je pivot,



podobné jako v pfedchozim algoritmu, na (z + 1)-ni pozi-
ci v posloupnosti, kde z je pocet prvki s mensi hodnotou,
nez ma pivot.

Opét, podobné jako u pfedchoziho algoritmu, pokud je
k = z+1, pak je prave pivot m k-tym nejmensim prvkem
posloupnosti. V pripadé, Ze tomu tak neni a k < z + 1,
budeme hledat k-ty nejmensi prvek mezi prvnimi z ¢leny
posloupnosti, v opaéném piipadé, kdy k£ > z + 1, bude-
me hledat (k — z + 1)-ni nejmensi prvek mezi poslednimi
n —z — 1 prvky.

Receno s panem Pascalem:

{pot¥ebujeme pferovnavaci funkci, ktera
dostane pozici pivota jako parametr}
function prerp(var a:Pole;
1,r,m:Integer):Integer;
var q:Integer;
begin
{pivota prohodime s poslednim prvkem}
q:=alm]; alm]:=alr]; alr]:=q;
{a zavolame ptvodni pferovndvaci fci}
prerp := prer(a,l,r);
end;

{hledéni k-tého nejmensiho prvku z al[l..r],}
{vracime pozici prvku, nikoliv jeho hodnotu}
function kth(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;
var medp:Pole; {pole pro mediany pétic}
i,j,q,x,pocet,m,z:Integer;

begin
pocet:=r-1+1; {s kolika prvky pracujeme}
if pocet<=1 then {pouze jeden prvek?}
kth:=1 {visledek ani nemiZe byt jiny}
else if pocet<6 then begin {méné nez 6 prvki}
for j:=1+1 to r do begin {=> InsertSort}

q:=aljl;

i:r=j-1;

while (i>=1) and (alil>q) do begin

ali+1]:=al[i]l;

Dec(i);

end;

ali+1]:=q;

end;
kth:=1+k;
end
else begin {mnoho prvki, jde to
{rozdélime prvky do péticl}

tuhého}

q:=1; {zatim mame jednu pétici}
i:=1; {levy okraj prvni pétice}
ji=i+4; {pravy okraj prvni pé&tice}
while j<=r do begin {prochézime celé pétice}

medp[q] :=kth(a,i,],2); {medi&n p&tice}

Inc(q); {zvys§ polet pétic}
Inc(i,5); {nastav levy okraj pé&tice}
Inc(j,5); {nastav pravy okraj pétice}
end;

if i<=r then begin {zbyla nedplna pétice}
medp[q] :=kth(a,i,r, (r-i+2) div 2);

Inc(q);

end;

{najdeme medién medié&nd pétic, je na pozici m}
m:=kth(medp,1,9-1,q div 2);

{pterovnej a zjisti, kde skon&il pivot}

x:=prer(a,l,r,m);
z:=x-1+1; {pozice vzhledem k [1..r]}
if k=z then
kth:=m {k-tj nejmensi je pivot}
else if k<z then
kth:=kth(a,l,x-1,k) {k-tj nejmensi nalevo}
else
kth:=kth(a,x+1,r,k-z); {napravo}
end;
end;

Zbyvé dokézat, ze tato dvojita rekurze opravdu ma linearni
slozitost. Zkusme se proto podivat, kolik prvkt posloupnos-
ti po pferovnani je vétsich nez prvek m. Vech pétic je N/5
a alesponl polovina z nich (tedy N/10) ma medidn mensi
nez m. V kazdé takové pétici pak navic najdeme dva prv-
ky mensi nez median pétice, takze celkem existuje alespon
3/10 - N prvkt mensich nez m. Vétsich tedy mize byt ma-
ximalné 7/10 - N. Symetricky ukdzeme, Ze i mensich prvki
miZe byt nejvyse 7/10- N.

Rozdéleni na pétice, hleddni mediant pétic a pferovnavani
trva linearné, tedy nejvyse cN krokt pro néjakou konstantu
¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze dvakrat rekurzivné vola sam
sebe: nejprve pro N/5 medidnti pétic, pak pro < 7/10- N
prvka pfed/za medidnem. Pro celkovou ¢asovou sloZitost
t(IN) naseho algoritmu tedy plati:

t(N) < eN + t(N/5) + £(7/10 - N).

Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vytesit, coz provedeme
drobnym tskokem: uhodneme, ze vysledkem bude linearni
funkce, tedy Ze t(N) = dN pro néjaké d > 0. Dostaneme:

AN < (c+1/5-d+17/10-d) - N.

To plati napiiklad pro d = 10c, takZze opravdu t(N)
O(N).

Nasobeni dlouhych disel

Dalsim péknym pfikladem na rozdé€lovani a panovani je na-
sobeni dlouhych ¢isel — tak dlouhych, Ze se uz nevejdou
do integeru, takze s nimi musime poé¢itat po &islicich (at
uz v jakékoliv soustavé — my volime desitkovou, casto se
hodi t¥eba 256-kova). Klasickym ,Skolnim*“ algoritmem pro
nasobeni na papife to zvladneme na kvadraticky pocet ope-
raci, zde si predvedeme efektivnéjsi zptsob.

Libovolné 2N-ciferné ¢islo muzeme zapsat jako 10V A + B,
kde A a B jsou N-ciferna. Soucin dvou takovych ¢isel pak
bude (10¥A + B) - (10NC + D) = (10*N AC + 10V (AD +
BC)+BD). S¢itat dokdzeme v linedrnim ¢ase, ndsobit moc-
ninou deseti také (dopiSeme pFislusny pocet nul na konec
¢isla), N-ciferné ¢isla budeme nasobit rekurzivnim zavola-
nim téhoz algoritmu. Pro ¢asovou slozitost tedy bude platit
t(N) = ¢N + 4¢(N/2). Nyni tuto rovnici mizeme snadno
vyfesit, ale ani to délat nebudeme, nebot ndm vyjde, ze
t(N) ~ N2, ¢ili jsme si oproti ptivodnimu algoritmu viibec
nepomohli.

Prijde trik. Misto ¢tyf nasobeni ¢isel polovicni délky nam
budou stacit jen t¥i: spoéteme AC, BD a (A+B)-(C+D) =
AC+AD+ BC+ BD, pfi¢emz pokud od posledniho sou¢inu
odecteme AC a BD, dostaneme presné AD + BC, které
jsme predtim pocitali dvéma nasobenimi. Casova slozitost
nyni bude t(N) = ¢/ N 4 3t(N/2). (Konstanta ¢’ je o néco
vétsl nez c¢, protoze pribylo s¢itani a odcitani, ale stale je
to konstanta. My si ovSem zvolime jednotku c¢asu tak, aby
bylo ¢/ =1, a uSetfime si tak spoustu psani.)



Jak nasi rovnici vyfesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé
a pozorovat, co se bude dit:

t(N)=N+3(N/2+ 3t(N/4)) =
=N+3/2-N+9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8) = ...
=N+3/2-N+...+312k"1 . N 4 3F¢(N/2F)
Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2% = 1, &ili t(N/2F)
t(1) = néjaké konstanta d. To znamend, Ze:
t(N)=N-(1+3/2+9/4+ ...+ (3/2)"1) + 3*d.
Vyraz v zavorce je soucet prvnich k ¢lend geometrické fady
s kvocientem 3/2, ¢ili ((3/2)F —1)/(3/2 — 1) = O((3/2)%).
Tato funkce vSak roste pomaleji nez zbyly ¢len 3%d, takze ji

klidné mutzeme zanedbat a zabyvat se pouze onim posled-
nim &lenem: 3k — 9klogy3 _ 9logyn-logy 3 (210g2n)10g23 —

nlog23 ~ 158 Konstanta d se ndm ,schova do O-cka*, tak-
7e algoritmus mé ¢asovou slozitost ptiblizné O(n!-*%). Umi

se to i lépe — O(nlogn), ale to je mnohem dabelstéjsi a pro
mala n se to sotva vyplati.

Program si pro dnesek odpustime, Setfimet nase lesy.

Poznamky na ubrousku aneb Rozmyslete si

® Pii hledani k-tého nejmensiho prvku jsme pfedpokladali,
ze vSechny prvky jsou rtzné. Prohlédnéte si algoritmy
pozorné a rozmyslete si, ze budou fungovat i bez toho.
Opravdu?

Pro¢ jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro
trojice? A jak pro sedmice? Fungoval by takovy algorit-
mus? Byl by také linedrni?

Ve vypoctu ¢(N) jsme si nedali pozor na neiplné pétice
a také jsme predpokladali, Ze pétic je sudy pocet. Ono
se totiz nic zlého nemuze stat. Jak se to snadno nahléd-
ne? Pro¢ nestaci na zacatku doplnit vstup ,nekonecny*
na délku, kterd je mocninou deseti?

Kdybychom neuhodli, Ze ¢(N) je linedrni, jak by se na to
dalo prijit?

Jesté jednou QS: Predstavte si, Zze budujete binarni vy-
hledévaci strom vkladanim prvkd v ndhodném poradi.
Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v priméru v ném pu-
jde vyhledavat v ¢ase O(log N). Zadny div: stromy, kte-
ré nam vzniknou, odpovidaji pfesné moznym priubéhim
QuickSortu.

Dnes$ni menu Vam servirovali
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