Mili vesitelé!

Je tady podzim a s nim druhd série naseho seminatfe. Tentokrat Vam prisla
bez opravené prvni série. Nicméné dfive, nez budete muset tuto druhou sérii
odevzdat, dostanete spolu se zadanim tfeti série i Vase opravena feseni série

prvni. Prosté podzim :-)

Pokud chcete posilat sva feseni elektronickou cestou, prosim drzte se instruk-
ci, které miizete najit na http://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Reseni, ktera ptisla

mailem, jsme prijali pouze vyjimecné.

Termin odeslani Vasich feSeni druhé série jest stanoven na 12. prosince 2005
Korespondenéni seminaf z programovani

a nase adresa je stale stejna:
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

Aktualni informace o KSP mtizete nalézt na strankach http: //ksp.mff.cuni.cz/,
dotazy organizatorim muzete posilat e-mailem na adresu ksp@mff.cuni.cz.
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Zadani druhé série osmnactého ro¢niku KSP

18-2-1 Potrhly syslik 6 bodu

Syslik Potrhlik dostal jednoho dne podle svého soudu pfi-
mo azasny napad, jak zbohatnout — bude chovat krokodyly
a vSechna ostatni zvifdtka se na né budou chodit divat.
A protoZe to byl velky Potrhlik, hned bézel za Zabdkem
Skrblikvakem, ktery vlastnil nedalekou bazinu, a kdyz do-
béhl, udychané volal: , Krokobéh! Pij¢ mi bazinu, postavi-
me krokobéh a budeme bohati!“

,Coze, jaky kroko-béh? Ty chces béhat nebo krokovat? Co
to blabolis za nesmysly? Ty uZ ses musel Uplné zblaznit!*
»,Ale nezblaznil, ja ti to vysvétlim.“ | Kdepak, s takovym
potrhlym syslem se nebudu bavit.“ ,, Tak se na néco zeptej,
at vig, Ze jsem se nezblaznil, a j4 ti to pak vysvétlim.“

Skrblikvak se tedy zahloubal a vymyslel pro Potrhlika na-
sledujici zkousku: Vzal Potrhlika do zatemnéné mistnosti,
ve které je na podlaze 50 minci, z toho 18 lezi nahoru li-
cem a zbytek rubem. Potrhlik je ma za tkol rozdélit na dve
(ne nutné stejné velké) ¢4sti tak, aby pocet minci lezicich
nahoru licem byl v obou téchto ¢astech stejny.

Potrhlik mtize kterékoliv mince libovolné otacet, ale protoze
je tma a mince staré, nijak nemtiize zjistit, které mince lezi
nahoru licem a které rubem. Kdyz tedy néjakou minci otaci,
sam nevi, jestli bude rubem nebo licem, vi jenom, zZe ji
otocil. Sam si ale moc nevi rady — pomutzete mu?

Vasim tikolem je vymyslet pro Potrhlika postup, ktery vzdy
dokaze mince rozdélit na dvé casti tak, aby pocet minci
lezici licem vzhtru byl v obou ¢éstech stejny. (Pro pocet
minci lezicich nahoru rubem to uz platit nemusi.)

18-2-2 Kvakulator 5 bodu

»,No, kdyz jsi ty mince tak pékné rozdélil, nebudes tuplné
blazen, Potrhliku. Co to tedy je ten kroko-béh?“ , Krokobéh
je prece krokodyli vybéh! Postavime ho v baziné a vSichni
se na néj budou chodit divat.“ ,,Hm, Spatny napad to neni.
Ale budeme na to potiebovat uréité hodné penéz. Musime
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koupit krokodyly a krokodyli zradlo, musime vybéh posta-
vit, uplatit stavebni komisi Bazinové Unie, koupit stanek se
zmrzlinou, ...“

Kdyz si Skrblikvak sepsal, co vSechno budou muset s Potrh-
likem zaplatit, zajimala ho celkova vyse jejich vydaju. Pro-
toze ale nemél pii ruce sviij kvakulator, poprosil Vas o néj.

Skrblikvak se snazi zapsat hodnotu zlomku a/b jako dese-
tinné ¢islo. Zjistil, ze nékdy miize byt tento desetinny zapis
nekoneény (1/3 = 0.3333...), ale vzdy, kdyz se to stane,
néjakd ¢ast ¢isla se pak musi opakovat (1/3 = 0.3). Tato
opakujici ¢ast Cisla se nazyva perioda.

Skrblikvak by po vés chtél program, ktery mu pro zadané
celociselna a a b fekne, jak je dlouha perioda desetinného
zapisu ¢isla a/b. Pokud zédpis ¢isla a/b periodicky neni, je
délka periody evidentné nula. Mizete pocitat s tim, zZe cisla
a a b se vejdou do longintu.

Priklad: Délka periody ¢isla 1/3 je jedna, u ¢isla 1/8 je nula
a perioda ¢isla 123/456 ma délku 18.

Bonus: Pokud vas program bude potfebovat jenom kon-
stantné mnoho pomocnych proménnych (zadné pole délky
z4vislé na a a b) a nezhorsi-li se tim jeho €asov4 slozitost,
dostanete bonus az +3 body.

18-2-3 Jerabnik EvZen 15 bodu

Poté, co se Skrblikvak a Potrhlik dohodli, zacali hned sta-
vét. ,Budeme potiebovat jefabnika. Nevédél bys o nékom?*
»A co Evzen, ten pelikin? Casto stoji v baZiné na svych vy-
sokych nohach. Ovladat vysoky jefab pro néj bude hracka.“

Brzy se ale ukazalo, ze demoli¢ni jefab je i na vysokého pe-
likdna trochu moc komplikovany (mozné proto, ze ovladat
paky zobdkem nebo volant k¥idly moc dobfe nejde). Pro-
toze urcité nechcete, aby EvZzen zdemoloval celou bazinu
(nebo sebe v kabing), méli byste mu pomoci.



Jerab si predstavte jako N segmentt, kazdy je libovolné
délky. Prvni segment je zapustény v zemi a stoji stale vzhi-
ru a mezi kazdymi dvéma sousednimi segmenty je ohebny
kloub. Na konci posledniho segmentu je tézké ocelova koule
(je to demolicni jefab). Na zadatku je jefab cely vzpiimeny.
V kazdém kroku si Evzen vybere néjaky kloub 1 az N —1
a ten otoci o zadany pocet stupnd. Zajima ho, kam presné
se po kazdém kroku ocelova koule dostane.

Napiste program, ktery dostane N (pocet segmentl jefa-
bu), dale I,...,Ix (délky segment 1 az N) a M (pocet
otoceni, které Evzen s jefabem udéld). Nasleduje M dvojic
(ki, u;), kazda z nich znamend otocit kloub ¢islo k; (je me-
71 segmenty k; a k; + 1) o u; stupiitt ve sméru hodinovych
rucicek. Navic ihned po nacteni kazdé dvojice (k;, u;) musi
vas program s presnosti na dvé desetinna vypsat, kam se
ocelovd koule (konec jefabu) presune. Na zacdtku je cely
jefab vzpfimeny a bod (0,0) je spodek jefabu.

Priklad: Jetdab mé 4 segmenty délky 5, 10, 2 a 8, M = 3.

Po provedeni operace (3, —90°) se dostane koule na sourad-
nice [—8.00; 17.00], po (1,90°) na [12.00; 13.00] a po prove-
deni (2, —45°) na [5.76;12.07].

18-2-4 Stavbyvedouci 9 bodu

Hned, jak byla prislusna ¢ast baziny Evzenem zdemolovana
(af uz podle planu nebo ne), mohla za¢it stavba krokobéhu.
Stavbyvedoucim se stal Potrhlik a vSichni ostatni zvifeci
stavitelé si u né€j mohli objednévat material.

Kdyz si kone¢né vsichni nadiktovali, co chtéli, mél uz Potrh-
lik p€kné dlouhy seznam. U kazdého predmétu ze seznamu
si Potrhlik pamatuje N udaju a kazdy predmét mé zapsa-
ny v seznamu na jedné fadce. Cely seznam je tedy tabulka,
ktera ma N sloupcu a tolik fadek, kolik je predmétii.

Vsichni stavitelé si ovSem (stejné jako ucitelé) mysli, Ze je-
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byly vSechny radky tabulky setiidény podle jejich pozadav-
ku. Kazdy pozadavek je ¢islo idaje (sloupce), podle kterého
by se mély vSechny Fadky setfidit. (Neboli je to ¢islo sloup-
ce, podle kterého bychom méli set¥idit celou tabulku.)

Chudak Potrhlik nakonec obdrzel M pozadavki, tedy M
zadosti o setfidéni dle urcitého sloupce. Rozhodl se, ze fad-
ky setridi nejprve podle 1. pozadavku, potom podle 2., ...,
az M-tého pozadavku. Navic kdyz budou v néjakém kroku
dvé radky podle zpracovavaného pozadavku stejné, jejich
vzéjemné potradi zistane stejné jako pred timto tiidénim.
Pocet tridicich pozadavku je ale opravdu velky a Casto se
v ném opakuji ¢isla sloupcti, takze Potrhlika napadlo, ze
byste mu mohli pomoci jeho 1ikol zjednodusit. Zajimalo by
ho, jestli by nemohl provést setfidéni fadkt podle mensiho
poctu tiidicich pozadavki. Tato krat$i posloupnost t¥idi-
cich pozadavkt by méla byt s pivodni posloupnosti ekvi-
valentni, ¢ili at je seznam pfedmétii na zac¢atku usporadan
libovolné, setfidéni podle ptivodni posloupnosti pozadavku
a podle kratsi posloupnosti pozadavki musi dat vzdy stejné
vysledky (stejné setfidény seznam).

Zkuste napsat program, ktery dostane N (pocet sloupcii se-
znamu), M (pocet tiidicich pozadavki) a jednotlivé tiidici

pozadavky a najde nejkratsi posloupnost t¥idicich pozadav-
ki, ktera je zadané posloupnosti ekvivalentni. Pokud je mi-
nimalnich posloupnosti vice, stac¢i vypsat libovolnou z nich.
Priklad: Pro N =3 a M = 7 pozadavku 3, 3,1, 1, 2, 3, 3
je hledana nejkratsi posloupnost pozadavki tieba 1, 2, 3.

18-2-5 Krokobé&h 11 bodu

Jakmile byl potfebny material nakoupen a staviteli roze-
bran (takzvané rozkraden), mohlo se zacit se stavbou kro-
kobéhu. Krokobéh se sklada z nékolika jezirek, ve kterych
mohou krokodyli odpocivat, a kanali mezi nimi. Kanaly
jsou obousmérné, vedou vzdy mezi dvéma jezirky a zadné
dva kanaly se mimo jezirka neprotinaji (mimotroviiové ale
mohou).

Néjaka jezirka a kanaly jsou jiz postaveny. Pokud se ovSem
stane, ze se krokodyl nemiize dostat do néjakého jezirka
(nevede k nému zadné cesta), je velmi nerudny a Zere vse
kolem. (Kuvdk!) Protoze Potrhlik nechce dopadnout stejné
jako Skrblikvak, chtél by dostavét potfebné kanaly tak, aby
byli krokodyli spokojeni. Ti budou spokojeni, pokud i kdyz
jeden libovolny kanal vyschne, porad se budou moci dostat
z kazdého jezirka do kteréhokoliv jiného. A protozZe stav-
ba krokobéhu Potrhlika finanéné velmi vycerpala, chtél by
postavit novych kanéli co nejméné.

Vas program dostane na vstupu popis uz existujiciho kro-
kobéhu. Ten se sklada z N > 2 jezirek a M kanala, kazdy
kanal spojuje dvojici jezirek. Vasim cilem je zjistit, kolik
nejméné kandald je tfeba pfidat, aby i kdyz libovolny je-
den kanal vyschne, bylo pofad mozné dostat se z kazdého
jezirka do kazdého.

Priklad: Pro N = 6 jezirek a M = 4 kanaly vedouci mezi
jezirky (1,2), (2,3), (3,1) a (4,5) je tfeba postavit alespori
dalsi 3 kandly. (Jsou to napiiklad (1,4), (5,6), (6,2).)

18-2-6 Dominujici komplikatory 10 bodu

V prvnim dile seridlu jsme si popsali a vyzkouseli, jak fun-
guje front-end prekladace. Ve zbytku serialu si budeme po-
vidat o optimalizacich kédu v piekladacich a o tom, jak se
tyto optimalizace implementuji.

Prvni prekladace zpracovavaly programy po jednotlivych
ptikazech. V rdmci jednoho prikazu se daji provést pouze
jednoduché optimalizace — 1ze naptiklad vyhodnotit aritme-
tické vyrazy s konstantnimi operandy a zjednodusit je pou-
zitim algebraickych identit. Produkovany kéd vSak nebude
prilis dobry, mimo jiné proto, Ze nékteré hodnoty (t¥eba
adresy proménngch) budeme zbyteéné poditat opakované
v kazdém prikazu.

Aby se vytesil tento problém, zacaly se optimalizace pro-
vadét nad vétsimi kusy programu. Nékteré optimalizace 1ze
provadét nad basic blocky. Basic block je tisek programu,
ktery se vidy vykonava sekvencné, tj. neobsahuje skoky,
a neda se skocit do jeho vnitfku, tj. neobsahuje labely. Nad
basic blocky se provadi naptiklad propagace konstant a ko-
pii a nahrazovani spole¢nych podvyrazii.

Vétsina modernich piekladact pracuje pfevazné nad jed-
notlivymi funkcemi. Na této tirovni lze provadét navic op-
timalizace typu mazani vypocti, jejichz hodnota neni po-
uzita, odstranovani invariantd ze smycek a mnoho dalsich.
V poslednich 5-10 letech se zacaly prakticky pouzivat op-
timalizace pracujici nad celymi programy, napfiklad zmé-
ny v rozlozeni dat v paméti ¢i interproceduralni propagace
konstant.



Jednou ze zékladnich datovych struktur pro praci s celou
funkei je Control Flow Graph (CFG). CFG je orientova-
ny graf, jehoz vrcholy jsou basic blocky a hrany odpovida-
ji skoklim. Z vrcholu tedy vétsinou vedou jedna nebo dvé
hrany (podle toho, zda pfislusny basic block konéi nepod-
minénym nebo podminénym skokem). Obcas se vyskytnou
vrcholy s vét$im poctem vystupnich hran, naptiklad pokud
basic block kon¢i pfikazem case v Pascalu ¢i switch v C.
Jeden z vrcholi CFG je pocatecni, v jemu odpovidajicim
basic blocku zac¢ind vykonavani funkce.

Nékteré optimalizace jsou pfimo manipulace s hranami a
vrcholy CFG, napfiklad odstranovani nedosazitelného kédu
spociva v odstranéni vrchold, do nichz nevede cesta z pocat-
ku. Mnohé dalsi optimalizace pouzivaji CFG pfi analyzach
nutnych pro jejich provedeni.

Uloha

Jednou z vlastnosti vrcholi CFG, kterou mnohé optimali-
zace potiebuji znat, je dominance. Rikdme, Ze basic block A
dominuje basic block B, jestlize kazda cesta z pocatecniho
vrcholu do B prochazi pfes A. Specialné pocatecéni vrchol
dominuje vSechny vrcholy CFG. Podivejme se na nasledu-
jici priklad:

(BBO)
b :

0;

if y = 5 then
begin (BB1)

a :=1;
end
else
begin (BB2)
a := 2;
b := 6;
end;
(BB3)
test (b);
b := 8;

if y > 5 then
begin (BB4)
a := 3;
end
else
begin (BB5)
a := 4;
end;

(BB6)
test (a);
test (b);

Zde basic block BB0 dominuje vSechny blocky a BB3 do-
minuje BB4, BB5 a BB6. Ostatni blocky dominuji pouze
sebe sama. Jedno z pouziti dominance je toto: Kdyz ma-
me v programu pouziti proménné v basic blocku B, je ¢asto
potteba zjistit, kde byla do této proménné ptifazena hodno-
ta. Nejjednodussi pripad nastava, kdyz je jen jedno takové
pfifazeni (v n&jakém blocku A) — napfiklad pro pouziti b
v BB6 je toto ptitfazeni v BB3; vSimnéte si, ze prirazeni
do b v BB0 a BB2 néas nezajimaji, jelikoz jejich hodno-
ty se do BB6 nikdy nedostanou. Aby toto mohlo nastat,
block A musi dominovat block B. Tato podminka je nutné,

ale ne postacujici, naptiklad pouziti b v BB3 ma dvé defini-
ce (v BB0 a BB2), prestoze definice v BB0 dominuje BB3.

Efektivni algoritmy pro urceni dominance jsou ovsem vel-
mi komplikované, proto se jimi nebudeme podrobnéji zaby-
vat. Pfedpokladejte, Ze uz mate néjak relaci dominance pro
vSechny dvojice vrcholt spoc¢tenu. Vasim tkolem v této tlo-
ze je navrhnout datovou strukturu, v niz lze tento vysledek
reprezentovat. Chceme, aby tato datova struktura zabirala
co nejméné mista, a pritom umoznila rychle pro libovolné
dva basic blocky A a B rozhodnout, zda A dominuje B.

Recepty z programatorské kucharky

V dnesnim vydani znamého bestselleru budeme péci grafy
souvislé i nesouvislé, orientované i neorientované.Rekneme
si o zdkladnim prochézeni grafem, komponentach souvis-
losti, topologickém usporadani a dalsich grafovych algo-
ritmech. Abychom ale mohli za¢it, musime si nejprve Fici,
s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je uréen mnozinou vrcholi V' a mnozi-
nou hran F, coz jsou neuspoiradané dvojice vrcholt. Hrana
e = {z,y} spojuje vrcholy x a y. Vétsinou pozadujeme, aby
hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym hra-
nam fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice
ne7 jedna hrana (pokud toto neplati, mluvime o multigra-
fech). Obvykle také pfedpokladdme, Ze vrcholt je konecné
mnoho. Neorientovany graf vét§inou zobrazujeme jako body
pospojované Carami.

Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z gra-
fu G vynechanim nékterych (a nebo zadnych) hran a vr-
chola.

Casto nas zajima, zda se d& z vrcholu z dojit po hranach

do vrcholu y. OvSem slovo ,dojit“ by mohlo byt trochu

zavadéjici, proto si zavedeme par pojmu:

® sled budeme ftikat takové posloupnosti vrcholii a hran
tvaru vy, e1,v9,€2,...,€n-1,Un, Z& €; = {U;,Viy1} DPro
kazdé ¢. Sled je tedy né€jakéd prochazka po grafu. Délku
sledu mérime poc¢tem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e;
pro i # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v;
pro i # j. Vsimnéte si, Ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, ze pokud existuje sled z vrcholu x do y
(v1 = x, v, = y), pak také existuje cesta z vrcholu z do vr-
cholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou, obsahuje néjaky vr-
chol u dvakrat, nechf v = v; = v;, i < j. Z takového sledu
ale mizeme vypustit posloupnost e;, vi41,...,ej-1,v; a do-
staneme také sled spojujici v1 a v,, ktery je urcité kratsi
nez ptivodni sled. Tak mtizeme po konecném poctu tprav
dospét az ke sledu, ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat,
tedy k cesté.

Kruznici neboli cyklem nazyvame cestu délky alespon 3,
ve které oproti definici cesty plati v; = v,,. Nékdy se na ces-
ty, tahy a kruznice v grafu také divame jako na podgrafy,



které ziskdme tak, ze z grafu vypustime vsechny ostatni
vrcholy a hrany.

Jesté si ukazeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do
vrcholu b a z vrcholu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta
z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva z faktu, ze existuje sled
z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mizeme dostat napriklad
tak, Ze spojime za sebe cesty z a do ba z b do c. A jak jsme si
ukézali, kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (naptiklad v téch na pfedchozim obrazku)
je kazdy vrchol dosazitelny cestou z kazdého. Takovym gra-
fam budeme fikat souvislé. Pokud je graf nesouvisly, muze-
me ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi ktery-
mi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame
komponentami souvislosti.

Ted se podivejme na par pojmti z piirody: Strom je souvisly
graf, ktery neobsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého
vede pouze jedna hrana. Ukazeme, ze kazdy strom s alespon
dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci si najit
nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovol-
nou z nich). Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutné
listy: kdyby z n€kterého z nich vedla hrana, musela by vést
do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by ve stromu
byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli
prodlouzit, takze by ptivodni cesta nebyla nejdelsi.

Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda
komponenta souvislosti takového grafu je strom.

TSI

Les, jak ho vidi matematici

Neékdy se hodi jeden z vrcholi stromu prohlasit za koren,
¢imz jsme si v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni
— je to zvlastni, ale matematici obvykle kresli stromy kote-
nem vzhiiru) a doli (od kofene). Souseda vrcholu smérem
nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem dola
jeho syny.

Kostra souvislého grafu fikdme kazdému jeho podgrafu,
ktery je stromem a spojuje vSechny vrcholy grafu. Muze-
me ji napriklad ziskat tak, ze dokud jsou v grafu kruZnice,
odebirdme hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvis-
1é grafy nazveme kostrou les tvoreny kostrami jednotlivych
komponent. Na prvnim obrazku je jedna z koster levého
grafu znézornéna silnymi hranami.

Orientované grafy

Casto potiebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné.
Takovému grafu fikdme orientovany graf. Hrany jsou ny-
ni uspotddané dvojice vrcholti (z,y) a fikdme, Ze hrana
vede z vrcholu = do vrcholu y. Hrany (x,y) a (y,z) jsou
tedy dvé ruzné hrany. Orientovany graf vétSinou zobrazuje-
me jako body spojené Sipkami. VétSina pojmt, které jsme
definovali pro neorientované grafy, dava smysl i pro grafy
orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.

o e X

Silné a slabé souvisly orientovany graf

vvvvvv

Rozlisujeme slabou a silnou souvislost: slabé souvisly je graf

tehdy, pokud se z néj zapomenutim orientace hran stane
souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazveme
tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x, y oriento-
vana cesta v obou smérech. Pokud je graf silné souvisly,
je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas obrazek, opacné to
platit nemusi.

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je ta-
kovy podgraf G’, ktery je silné souvisly a neni podgrafem
zéddného vétsiho silné souvislého podgrafu grafu G. Kom-
ponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zadné dvé nemohou lezet na spole¢ném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobit“, je ohodnotit jeho
hrany ¢isly. Napiiklad v grafu silni¢éni sité (vrcholy jsou
mésta, hrany silnice mezi nimi) je zcela pfirozené ohod-
notit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym
za prijezd silnici. Pfifazenym ¢islim se proto casto fika dél-
ky hran nebo jejich ceny. Pojmy, které jsme si pred chvili
nadefinovali pro obycejné grafy, mizeme opét snadno roz-
§irit pro grafy ohodnocené — napt. délku sledu budeme na-
misto poc¢tu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodno-
ceni. Neohodnoceny graf pak odpovida grafu, v némz maji
vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné miizeme pritazovat ohodnoceni i vrcholim, ale
radéji si vSechny operace s ohodnocenymi grafy nechame
na nékteré z dalsich dili Kucharky. I tak budeme mit prace
dost a dost.

Reprezentace grafa

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nerekli, jak
graf reprezentovat v paméti pocitace. To mizeme udélat
napiiklad tak, ze vrcholy oc¢islujeme pfirozenymi ¢isly od 1
do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany, popiseme
jednim z nasledujicich tii zptsob:

® matice sousednosti — to je pole A velikosti
N x N. Na pozici A[i, j] ulozime hodnotu 0
nebo 1 podle toho, zda z vrcholu ¢ do vrcho- § 100u 10000
lu j vede hrana (1) nebo nevede (0). S matici 3 911010000
sousednosti se zachazi velmi snadno, ale ma 2 010101000
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123456789

011000011
100110001

tu nevyhodu, ze je vzdy kvadraticky velka 8888})%1‘1’

bez ohledu na to, kolik je hran. Vyhodou 100001100
SN oy . 110000100

naopak je, ze misto jedni¢ek mizeme ukla-

dat néjaké dalsi informace o hranach, t¥eba jejich délky.

Vpravo od tohoto odstavce najdete matici sousednosti

grafu z prvniho obrazku.

® seznam sousedi je obvykle tvofen dvéma poli: polem sou-
sedd S[1...M] obsahujicim postupné ¢isla vSech vrcholi,
do kterych vede hrana z vrcholu 1, pak z vrcholu 2 atd.,
a polem zac¢atka Z[1...N], v némz se pro kazdy vrchol
dozvime zacatek odpovidajiciho tseku v poli S. Pokud
navic do Z[N + 1] ulozime M + 1, bude platit, Ze souse-
dé vrcholu i jsou ulozeni v S[Z[i]], ..., S[Z[i + 1] — 1].
Tato reprezentace ma tu vyhodu, ze zabird pouze pro-
stor O(N + M) a sousedy kazdého vrcholu méame pékné
pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1. obrazku:

1111111111222222222
1 1234567890123456789012345678
578

Sl 2389/1459|14/235[246 689167127
i 12345678910
Z[i] 1 5 9 11141720 23 26 29

Reprezentace grafu seznamem sousedt



® pulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud
potifebujeme béhem vypoctu graf slozité upravovat. Je
univerzalni, ale dost pracna na naprogramovéani. Spo¢iva
v tom, Ze si kazdou hranu ulozime jako dvé pulhrany
(zacatek a konec hrany), kazdy vrchol bude obsahovat
spojové seznamy prichazejicich a odchéazejicich ptlhran a
kazda pulhrana bude ukazovat na svou druhou polovici.

V nésledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy
soused, poli S budeme Fikat Sousedi, poli Z Zacatky a na-
deklarujeme si je takto:

var N, M: Integer; { Poet vrchold a hran }
Zacatky: array[1l..MaxN+1] of Integer;
Sousedi: array[l..MaxM] of Integer;

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech zacneme dvéma za-
kladnimi zptsoby prochézeni grafem. K tomu budeme po-
tfebovat dvé podobné jednoduché datové struktury: Fronta
je kone¢na posloupnost prvki, kterd mé oznaceny zacatek
a konec. KdyZ do ni pfidavame novy prvek, pfidame ho na
konec posloupnosti. KdyZ z ni prvek odebirame, odebere-
me ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky nazyva
first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také konecna
posloupnost prvkid se zacatkem a koncem, ale prvky pfi-
davame a odebirdme z konce zasobniku. Anglicky nazev je
(pfekvapivé) last in, first out, ¢ili LIFO.

7 PROMLEDAVAMY

Do

HLOUBKY

Algoritmus prohledavani grafu do hloubky:

1. Na zacatku méme v zadsobniku pouze vstupni vrchol w.
Dale si u kazdého vrcholu v pamatujeme znacku z,, kte-
ra rika, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol je
oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho u.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u,
pridame na zasobnik a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazi-
telné z vrcholu w, tedy v pfipadé neorientovaného grafu ce-
14 komponenta souvislosti obsahujici w. To mtZzeme snadno
dokazat sporem: Predpokladame, Ze existuje vrchol z, ktery
neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je tako-
vych vrcholi vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznaéme
si y predchiidce vrcholu z na nejkratsi cesté z w; y je urcité
oznaceny (jinak by 2 nebyl nejbliz$i neoznadeny). Vrchol y
se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme
ho také museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3 oznacit
vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSem spor.

To, ze algoritmus nékdy skon¢i, nahlédneme snadno: v kro-
ku 3 na zasobnik pfidavame pouze vrcholy, které dosud

nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se kazdy vr-
chol mtze na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz
ve 2. kroku pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku,
musi{ vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse N opakovanich
cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu
nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost
celého algoritmu je tedy linearni v poc¢tu vrcholi N a po-
¢tu hran M, tedy O(N + M). Pamétova sloZitost je stejnd,
protoze si musime hrany a vrcholy pamatovat.

Prohledavani do hloubky implementujeme nejsnaze rekur-
zivni funkei. Jako zasobnik v tom pfipadé pouzivame pfimo
zasobnik programu, kde si program ukldda navratové adre-
sy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovné:

var Oznacen: array[l..MaxN] of Boolean;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je
pak uz jednoduché. Projdeme postupné vSechny vrcholy
grafu a pokud nejsou v zadné z dosud oznacenych kompo-
nent grafu, priddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohleddme do hloubky. Vrcholy znac¢ime pfimo ¢is-
lem komponenty, do které patii. Protoze prohledavame do
hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitosti
O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrchol a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N 4+ M). Nic nového
si ukladat nemusime, a proto je pamétova slozitost stale
O(N + M).

var Komponenta: arrayl[l..MaxN] of Integer;

NovaKomponenta: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Komponenta[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
end;

var I: Integer;

begin
for I := 1 to N do Komponental[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I := 1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc(NovaKomponenta) ;
end;
end.

Priubéh prohledavani grafu do hloubky miZeme znazornit
stromem (¥ik4 se mu DFS strom). Z pocate¢niho vrcholu w
ucinime koten. Pak budeme graf prochazet do hloubky a vr-
choly zakreslovat jako syny vrchold, ze kterych jsme prisli.



Syny kazdého vrcholu si usporadame v potradi, v némz jsme
je navstivili; tomuto poradi budeme tikat zleva doprava a
také ho tak budeme kreslit. Hrandm mezi otci a syny bude-
me Tikat stromové hrany. Protoze jsme do zaddného vrcholu
nesli dvakrat, budou opravdu tvorit strom. Hrany, které ve-
dou do jiz navstivenych vrcholi na cesté, kterou jsme prisli
z kotfene, nazveme zpétné hrany. Dopredné hrany vedou na-
opak z vrcholu blize kofeni do uz oznaceného vrcholu déle
od kotene. A kone¢né pricné hrany vedou mezi dvéma ruz-
nymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pfi prohleddvani neorientovaného grafu ob-
jevime kazdou hranu dvakréat: budto poprvé jako stromovou
a podruhé jako zpétnou, a nebo jednou jako zpétnou a po-
druhé jako dopfednou. PFi¢né hrany se objevit nemohou —
pokud by pri¢né hrana vedla doprava, vedla by do dosud
neoznaceného vrcholu, takze by se prohledédvéani vydalo tou-
to hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemiize: predstavme si stav prohledavani v okamziku,
kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase
hrana musela byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té uz vime,
Ze neexistuje.

Prohledavani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni
kostry neorientovaného grafu, coz je strom, ktery jsme pro-
sli. Rovnou pfi tom také zjistime, zda graf neobsahuje cyk-
lus: to pozname tak, Zze nalezneme zpétnou hranu riznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu piisli.

Pro orientované grafy je situace opét trochu slozitéjsi: stro-
mové a dopfedné hrany jsou orientované vzdy ve stromé
shora dolti, zpétné zdola nahoru a pfiéné hrany mohou exis-
tovat, ovSem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze do pod-
strom, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

stromové
zZpétna
doptedna

pricnd

Strom prohledavani do hloubky a typy hran

Prohledavani do $ifky
Prohledavani do $irky je zalozené na podobné myslence jako

prohledavani do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva
frontu:

1. Na zacatku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to
zadany vrchol w. Déle si u kazdého vrcholu x pamatu-
jeme ¢islo H(x]. VSechny vrcholy budou mit na zacatku
Hlz] = —1, jen H[w] = 0.

2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho wu.

3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho
Hv] = —1, priddme do fronty a nastavime jeho H[v]
na Hu] + 1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali
pravé do téch vrcholl, do kterych vede cesta z w (a ozna-
¢ili jsme je nezdpornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému vrcholu
pfifazeno nezaporné ¢islo maximalné jednou. To vse se do-
kazuje podobné, jako jsme dokézali spravnost prohledavani
do hloubky.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvoii ve fronté jeden souvisly ce-
lek, protoze nejprve odebereme z fronty vSechny vrcholy
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s Cislem n, nez za¢neme odebirat vrcholy s ¢islem n + 1.
Navic plati, ze H|[v] udédvé délku nejkratsi cesty z vrcholu
w do v. Ze neexistuje kratsi cesta, dokdZeme sporem: Pokud
existuje néjaky vrchol v, pro ktery H[v] neodpovida délce
nejkrat$i cesty z w do v, ¢ili vzdélenosti D[v], vybereme si
z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme nej-
kratsi cestu z w do v a jeji predposledni vrchol z. Vrchol z je
blizsi nez v, takZe pro néj uz musi byt D[z] = H[z]. OvSem
kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit i
jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme
mu museli ptidélit H[v] = H[z] + 1 = DJv], a to je spor.

Prohledavani do sitky ma casovou slozitost taktéz linearni
s po¢tem hran a vrcholt. Na kazdou hranu se také ptame
dvakrat. Fronta ma linearni velikost k poc¢tu vrchold, tak-
7e jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili a i
pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementu-
jeme nejsnaze cyklem, ktery bude pracovat s vrcholy v poli
predstavujicim frontu.

var Fronta, H: array[l..MaxN] of Integer;
I, V, Prvni, Posledni: Integer;
PocatecniVrchol: Integer;

begin
for I :=1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;
Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;
H[PocatecniVrchol] := 0;
repeat
V := Fronta[Prvni];
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if H[Sousedi[I]] < O then begin

H[Sousedi[I]] := H[V]+1;

Inc(Posledni);

Fronta[Posledni] := Sousedil[I];
end;

Inc(Prvni);
until Prvni > Posledni; { Fronta je prazdna }

end.

Prohledavani do sitky l1ze také pouzit na hledani komponent
souvislosti a hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Méame
orientovany graf G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy
¢isly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly z vrcholu s vét-
§im ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro kazdou
hranu e = (v;,v;) bylo ¢ > j. Pfedstavme si to jako srov-
nani vrcholi grafu na primku tak, aby ,sipky“ vedly pouze
zprava doleva.

Nejprve si ukazeme, ze pro zadny orientovany graf, ktery
obsahuje cyklus, nelze takovéto topologické poradi vytvo-
fit. Oznacme vrcholy cyklu vy, ..., v,, takze hrana vede
z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v; do v,. Pak vrchol
v musi dostat vyssi ¢islo nez vrchol vy, vs nez v, ..., v,
nez v,_1. Ale vrchol v; musi mit zaroven vyssi ¢islo nez v,,,
coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického
usporadani zabranit. Libovolny acyklicky graf 1ze usporadat
nasledujicim algoritmem:



1. Na zacatku mame orientovany graf G a proménnou
p=1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede Zadna
hrana (budeme mu fikat stok). Pokud v grafu zZadny stok
neni, vypocet konci, protoze jsme nasli cyklus.

3. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do
néj vedou.

4. Pritadime vrcholu v ¢islo p.

5. Proménnou p zvysime o 1.

6. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon
jeden vrchol.

Proc¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme
stok, miizeme mu urcité priradit ¢islo mensi nez vsem ostat-
nim vrcholiim, protoze prekdzet by nam v tom mohly pou-
ze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok
ocCislujeme, muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islo-
vanim ostatnich vrcholti. Tento postup musi nékdy skoncit,
jelikoz v grafu je pouze kone¢né mnoho vrcholi.

Zbyva si uvédomit, ze v neprazdném grafu, ktery neobsahu-
je cyklus, vzdy existuje alespori jeden stok: Vezméme libo-
volny vrchol v1. Pokud z néj vede néjaka hrana, pokracujme
po ni do néjakého vrcholu vy, z néj do vs atd. Co se pfi tom
muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadna
hrana. Vyhrali jsme, mame stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale
znamenalo, Ze graf obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni
pravda.

¢ Budeme objevovat stale a nové a nové vrcholy. V konec-
ném grafu nemozno.

Algoritmus muZzeme navic snadno upravit tak, aby netratil
prilis casu hleddnim vrcholdi, z nichz nic nevede — staci si
takové vrcholy pamatovat ve fronté a kdykoliv néjaky tako-
vy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néjakému
jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla,
a pokud ano, pfidat takovy vrchol na konec fronty. Celé
topologické t¥idéni pak zvladneme v ¢ase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vsimnout si,
7e poradi, ve kterém jsme se z vrcholi vraceli, je pravé to-
pologické poradi. Pokud zrovna opoustime néjaky vrchol
a Cislujeme ho dalsim ¢islem v potadi, rozmysleme si, ja-
ké druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo dopredna
hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz priradili nizsi ¢islo,
zpétnd existovat nemize (v grafu by byl cyklus) a pficné
hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz ocislo-
vanych vrcholti. Casova slozitost je opét O(N + M).

var Ocislovani: array[l..MaxN] of Integer;
Posledni: Integer;
I: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznalime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
Inc(Posledni);
Ocislovani[V] := Posledni;
end;

begin

for I := 1 to N do
Ocislovanil[I] := -1;
Posledni := O;
for I := 1 to N do
if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.
Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvis-
losti. Rikdme, Ze neorientovany graf je hranove 2-souvisly,
kdyz plati, ze:

® mé alespon 3 vrcholy,

® je souvisly,

® zustane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zpiisobilo zvySeni poc¢tu kompo-
nent souvislosti grafu, nazyvame most.

Na hledani mostti ndm poslouzi opét upravené prohleda-
vani do hloubky a DFS strom. Vsimnéme si, Ze mostem
mize byt jediné stromova hrana — kazda jind hrana totiz
lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne
na ¢ast obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,,visici“
pod touto hranou. Jediné, co tomu miize zabranit, je exis-
tence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti,
coz musi byt zpétna hrana, navic takova, ktera neni jenom
stromovou hranou vidénou z druhé strany. Takovym hra-
nam budeme tikat ryzi zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitame hladinu, ve které se
nachézi (kofen je na hladiné 0, jeho synové na hlading 1,
jejich synové 2, ... ). Déle si pro kazdy vrchol v spoéitdme,
do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim cislem) vedou ryzi
zpétné hrany z podstromu s kofenem v. To muzeme udélat
pfimo pii prochazeni do hloubky, protoze nez se vratime
z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud vSechny zpétné
hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které
je v, pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vznik-
nou dvé komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je mostem.
V opa¢ném pfipadé jsme nalezli kruznici, na niz tato hrana
lezi, takze to most byt nemtze. Vyjimku tvoii kofen, ktery
zadného otce nemé a nemusime se o néj proto starat.
Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochazeni do hloub-
ky a m4 i stejnou ¢asovou a pamétovou slozitost O(N + M).
Zde jsou dulezité ¢asti programu:

var Hladina, Spojeno: array[l..MaxN] of Integer;

DvojSouvisle: Boolean;
I.: Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I, W: Integer;

begin
Hladina[V] := NovaHladina;
Spojeno[V] := HladinalV];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
begin
W := Sousedil[I];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromovad hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then
Spojeno[V] := Spojenol[W];



if Spojeno[W] > Hladina[V] then
DvojSouvisle := False; { mame most }
end else { zpétnad nebo dopfednd hrana }
if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := Hladina[W];
end;
end;

begin

for I :=1 to N do
Hladinal[I]

DvojSouvisle :

Projdi(1, 0);

|
|
[y

True;

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vr-
cholové 2-souvisly, prave kdyz:

® mé alesponi 3 vrcholy,

® je souvisly,

® zlistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyZ odebereme, zvysi se
pocet komponent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je vel-
mi podobny algoritmu na zjistovani hranové 2-souvislosti.
Jen si musime uvédomit, ze odebirame cely vrchol. Ze stro-
mu prochéazeni do hloubky mtize odebranim vrcholu vznik-
nout az né€kolik podstromi, které vSechny musi byt spojeny
zpétnou hranou s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hra-
ny z podstromu urceného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen nam vychéazi, ze mize mit pouze jedno-
ho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvorit tak dveé
nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se od hledani
hranové 2-souvislosti lisi jedinou zménou ostré nerovnosti
na neostrou, sami zkuste najit, které nerovnosti.

Dnes$ni menu Vam servirovali
Martin Mares, David Matousek a Petr Skoda

Tips & Tricks: Z letaku KSP si muZete sloZit kniZzecku




